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Vorwort. 


_ Noch ein Lehrbuch der Funktionentheorie, wird mancher rufen, wenn 
dies Buch ihm in die Hinde kommt. Endlich ein Lehrbuch der Funktionen- _ 
theorie hoffte ich zu schreiben. Diese Satze erscheinen anmafend. Drum 
_ mu8 ich sie erldutern. Sie stehen und fallen mit der Auffassung des 
_ Begriffs ,,.Lehrbuch*. Was ist ein Lehrbuch? Es soll, so meine ich, eine 
_ yolistindige, faBliche und einheitliche Darstellung eines Wissensgebietes 
geben. Diese drei Higenschaften ,,vollstindig, faBlich, einheitlich“ bedtir- 
fen aber noch der naheren Bestimmung. Vollstindig soll ja auch ein 
Handbuch sein. Aber in anderem Sinne. Das Handbuch soll iiber jede 
a Hinzelheit Auskunft geben. Das Lehrbuch will den Leser instandsetzen, 
_ jede ihm auferhalb des Buches selbst begegnende Hinzelheit in ihrer Be- 
_ deutung fiir das Ganze zu wiirdigen. Es soll ihn daher vollstindig iiber 
; die wesentlichen Ziige der Theorie aufklaéren und sie ihn verstehen lehren. 
In diesem Sinne soll es nach Ergebnissen und Methoden vollstindig sein. 
_ Dabei soll es faBlich sein, also méglichst wenig Vorkenntnisse voraussetzen. 
¥ Darunter verstehe ich sowohl spezifische Kenntnisse an Siitzen und Methoden 
als auch allgemeine Geisteseinstellung, oder Ubung im mathematisch-wissen- 
 schaftlichen Denken. Vielmehr sehe ich die Aufgabe eines Lehrbuches darin, 
auch in dieser allgemeinen Weise iiber den speziellen Stoff hinaus den 
_ Leser zu bilden. Wissenschaftlich denken lernt man erst durch Beschifti- 
a gung mit der Wissenschaft. Endlich war Hinheitlichkeit der Darstellung 
; verlangt. Widerspricht diese Forderung aber nicht gerade in der Funktionen- 
_ theorie der Vollstandigkeit? Wer einmal von dem alten Schlachtruf: Hie 
4 Riemann, hie Weiferstra8 und gar hie Cauchy gehdért hat, wird da seine 
 Zweifel haben. Aber in der Wissenschaft hat man in dem Ausgleich der 
 Gegensitze einen Fortschritt zu erblicken. Und mitten in einer solchen — 
-Periode des Fortschrittes stehen wir eben. So will denn auch dies. Buch 
an seinem Teil zum Ausgleich der Gegensitze, zur Vereinheitlichung der 
Funktionentheorie beitragen. Der erste Band behandelt die Elemente der 
- ‘Theorie, d. h. die allgemeinen Begriffsbildungen und die einfachen Satze aus 
; der Funktionentheorie, die bei dem heutigen Stand dieser Wissenschaft 


ae 


1V Vorwort 


allenthalben auf Schritt und Tritt gebraucht werden. Der zweite Band, 
welcher in Balde folgen soll, will aufweisen, wieviel herrliche Wohnungen 
das hier in diesem ersten Band im Grundri® vorgefiihrte Gebaude in sich 
zu bergen vermag. Hs ware peinlich fiir mich, niher als es hier geschehen 
ist, die in den Hingangssatzen enthaltene Hoffnung rechtfertigen zu miissen. 
Ich glaube aber, daB der sachkundige Leser mich von dieser Aufgabe ent- 
binden wird, ohne mich der mangelnden Objektivitit und AnmaSung zu 
zeihen. Ob ich allerdings selbst das Ziel, dem ich nachstrebte, erreicht habe, 
muB ich billigerweise dem Urteil des geneigten Lesers tiberlassen. Doch 
darf ich hoffen, da8 redliches Bemiihen nicht ganz erfolglos gewesen ist. 
Der Leserkreis, an den ich mich wende, und den ich durch dies Buch 
fordern méchte, ist derselbe, vor dem ich schon so oft iiber dies schéne 
Gebiet vorgetragen habe: der deutsche Student vom dritten Semester an. 
Ich setze also lediglich die Elemente der analytischen Geometrie voraus in 
dem Ausmaf, in dem sie die Schule vermittelt, und einige Kenntnisse aus 
der Differential- und Integralrechnung. Dabei ist aber nicht einmal so viel 
notig, als mein wohl heute schon ziemlich bekannter Leitfaden bietet. Was 
Geisteseinstellung anlangt, so nehme ich nur an, daB der Leser sich mit 
williger Freude an das Buch heranmache, und hoffe, daB ihm diese im Laufe 
der Arbeit nicht abhanden kommt, sondern da8 sie wiichst und zunimmt. 


cP a 


m 
S 
=e 


COP COD COR tO COP 60D COD CO? LD OD 60? OP COD 


bok pet eh pe 


Inhaltsverzeichnis. 


Einleitung 


Erster Abschnitt. omploxe Zahlen's 


ae8 
§ 2. 
Zweiter 
ei; 
§ 2, 
Dritter 
es, 
§ 2. 
§ 3. 
§ 4. 
as 
Vierter 
ae 


DMO? MUR UP «gy Mr 
_—s 
SOO TS Sim co bo 


a oD 

a oe 
pee te es 
‘oR 


COP (OP C0? COD cD tO? ce» =e 


Sa nk ee me hS LG, “1D OOP oo no 
. . . . e . . . . . . . . . . 


Arithmetische Theorie der komplexen “Zahlen : 
Geometrische Deutung der komplexen Zahlen . 


Abschnitt. Grenzwerte und Reihen . 
Einige Grundbegriffe . sz ; 
Grenzwerte und Reihen . 


Abschnitt. Funktionen einer komiplexen Verdin derlicheti : 
Der Bereichbegriff . aR eter rar a aaa nie 
Stetige Funktionen 

Reihen von Funktionen . 

Differenzierbare Funktionen 

Konforme Abbildung . 


Abschnitt. Studium einiger sperieller Funktionen : 
Ganze lineare Funktionen . g . BPG eee ot 


w=— 
z 


Die allgemeine lineare Funktion 

Potenzen und Wurzeln : 

Der Begriff des funktionentheoretischen Bereiches . 

Nahere Betrachtung der durch w =z? vermittelten Abbildung . 
Exponentialfunktion und Logarithmus 


. Hilfssatze tiber Bereiche und Kontinua. . ore 


Nochmals der ae ee und seine Abbildung . 
Der Tangens . 


: w=> (2+) 


. Die trigonometrischen Funktionen . 


Abschnitt. Integralrechnung im n komplexen coher 
Unbestimmte Integrale ; 

Rektifizierbare Kurven 

Kurvenintegrale . 

Die Substitutionsmethode bei Kurvenintegralen 

Der WeierstraBsche Mittelwertsatz . wie 

Der Hauptsatz der Funktionentheorie. 


Anwendung des Hauptsatzes auf die Berechnung bestimmter Integrale. 


er Abschnitt. Die Cauchysche sls apy ene 

Hin Spezialfall der Integralformel . 

Der allgemeine Fall der Integralformel 5 
Verallgemeinerung der Cauchyschen Integralformel . 


. Bemerkungen zur Integralformel 


Umkehrung des Hauptsatzes . . 
Eine Anwendung der Integralformel 


Die Entwickelbarkeit der analytischen Funktionen in Potenzreihen ; 


Laurentsche Reihen . 


. Der Cauchysche Koeffizientensatz 


Isolierte Singularititen eindeutiger analytischer Fanktionen 
Der WeierstraBsche Doppelreihensatz . Se Ea Sars, ren 


. Technik der Potenzreihenentwicklung . 


Der Vitalische Doppelreihensatz . 


. 100 
- 100 
- LOR 
. 104 
. 108 
Pee ee 


113 


_ 491 


. 123 
. 123 
hohe 
. 128 
. 131 
. 183 
. 133 
. 136 
. 139: 
. 142 
. 145 
. 153 
. 156 
. 165 


© 


Vi Inhaltsverzeichnis 


Siebenter Abschnitt. Das Residuum 


g§ 1. Funktionen mit isolierten Singularitaten 

2. Einige Anwendungen der Residuen : 
3. Partialbruchreihen . . Sereirdigy aeons 2a 
4. Das logarithmische Residauin< 0) tums cua 
5. Der Satz von der Gebietstreue . WAgerec wane. 
6=-Die_Umkehrangsfanktion . =. . 9%). 4) = seems 
7. Implizite Funktionen 3 Sey ee 

Achter Abschnitt. Analytische Fopivotnar oo SRE. cee 
1. Begriff der analytischen Fortsetzung. . . . . . . +. s+ * 
2. Die Permanenz der Funktionalgleichungen . .... . 
8. Riemannsche Felder. . . . .°. + : 
4e Singulire Stellen . 


5. Die Singularititen der eindentigen analytischen. Funktionen . 
6. Die Singularitaéten der qnehrdepugen spel aig Funktionen 
7. Der Monodromiesatz. ; ie eos aes 

8. Das Spiegelungsprinzip . 


unter Abschnitt. Einiges tiber sicebraleehe Foaktionees 


0? cr ap g 20? OP Or LP C02 er CO? <0? ee OP WP CO? D>? Lr 


N 3 
1. Allgemeine Satze, . : Aeeeiees aaa 
2. Die Gleichung z=w w+ 3w? tew+t Roce waa os yon toe 
3. Beliebige rationale Funktionen. . vgs a ois alee a 
§ 4, Die Gleichung w?=a,2*-+a,2°+a,27 Saeta, Bis ese ee ate 


Zehnter Abschnitt. EKiniges tiber Integrale SBE Saale Pankdonet’ Se Wa 7: 
Die Integrale rationaler Funktionen . Sg tte hie eee 

. Quadratwurzeln aus Polynomen zweiten Geadaee 

Elliptische Integrale erster Gattung . . Si EE 
Uber die Perioden eindeutiger analytischer Funktionen . F os apee 
Nihere Untersuchung der elliptischen Integrale erster Gattung : 

Die Probleme der Uniformisierung .. . AWE 


Abschnitt, AbriB einer Theorie der eliiptischen Raukiienss aogte cee sae 
Allgemeine Sitze tiber doppelperiodische Funktionen, . . .... ~. 
Analytische Darstellung der doppelperiodischen Funktionen . . .. . 
Das Umkehrproblem. : ona 
Die £-Funktion und das Normalintegral. aweiter Gattung E 
Darstellung der doppelperiodischen Funktionen durch piu) ee p '(). 
Das Additionstheorem der elliptischen Funktionen. . 

Die elliptischen Integrale . ee ee 
Die o-Funktion 

er Abschnitt. Hinfachperiodiseke Funk Howton 
ami peutine Saitze. . 

§ 2. Analytische Darstellung der periodischen Funktionen . : 

Dreizehnter Abschnitt. Allgemeine Siitze iiber die Darstellung der analytischen 

Funktionen durch Reihen und Produkte Sines Pe Ae 

Die Partialbruchdarstellung der meromorphen Funktionen. . . . . 

Der Mittag-Lefflersche Satz. . . . F z 


Die Produktdarstellung der ganzen transzendenten Funktionen 
Hinige Anwendungen Ee oe Sees hse ey 


Der Satz von Runge ee 

zehnter Abschnitt. Die fagmntanttion 
Die Eulersche Summenformel ‘ 
Definition der Gammafunktion . . . 
Haupteigenschaften der Funktion I(z) 
Die Stirlingsche Formel . 


Darstellung der Gammafunktion durch ¢ ein “bestimmtes Integral 


§ 6. Integraldarstellung- der Funktion ==") - 7°40). 2 es ee 
PERIBbOr iat, Apa gy bent ieear. ee Pipes vibe See 


& 


far) 


~Eenaoperne Om 99 bo ee 


° . ‘ . 


N 


Vi 


0: Oe OD OP MD D2 0? 0 LP 
gp oS oh gn 


ey 


be ONE Meal toh Ps 


os eg en oe 


rs 


ball 


bis 
> 
_ 


“een an 


Einleitung. 


Dieses Buch beschaftigt sich mit den Funktionen einer komplexen 
Variablen z= a+ iy. Unter 7 ist dabei wie tiblich die Y— 1 verstanden. 
x und y sind reelle Verinderliche. Wie kommt es, so wird sich mancher 
Leser fragen, daS man sich mit den Funktionen eines komplexen Argu- 
mentes naher befaBt, ja, besonderes Gewicht auf sie legt? Das ist in der Be- 
deutung dieser Dinge fiir viele Anwendungsgebiete, wie die theoretische Physik, 
insbesondere die Hydrodynamik, ferner darin begriindet, daB man solehen Funk- 
tionen auf Schritt und Tritt in fast allen Zweigen der reinen Mathematik be- 
gegnet. Wollten wir hier gleich die Bedeutung fiir die Anwendungen im ein- 
zelnen darlegen und so unserer Beschaftigung mit der Funktionentheorie 


noch einen besonderen Grund geben, so miiften wir schon ein gewisses 


MaB von Kenntnissen aus diesem Gebiete voraussetzen. Auch méochte ich 
den Leser nicht glauben machen, daB ich den Wert eines mathematischen 
Wissensgebietes in seiner Anwendbarkeit suchte. Wir wollen daher jetzt 
lieber an einigen einfachen Beispielen aus der reinen Mathematik Nutzen 
und Notwendigkeit des Komplexen aufweisen. Der Leser soll dabei gleich- 
zeitig eine Vorstellung von der seltenen Schénheit bekommen, die der Funk- 
tionentheorie innewohnt, und die sie schon fiir sich wertvoll macht. 
Jeder, der sich nicht nur ganz oberflichlich mit Algebra oder Analysis 
befaBt hat, ist auf die komplexen Zahlen gestoBen. Jedem Leser sind sie 
bei der Auflésung der quadratischen Gleichungen, bei der Partialbruch- 
zerlegung und bei der Integration der rationalen Funktionen begeguet: 
Jeder Leser hat wohl schon von der Hulerschen Formel 


e*—eosa+isina 


gehért und die Leichtigkeit schitzen gelernt, mit der sie erlaubt, cos nx 
und sin nz durch die Potenzen von cos x und sin x auszudriicken.*) 


1) Nach der Eulerschen Formel wird namlich 
cosnx+isinn ga iM (cos +7 sin x)”. 
Da nun z. B. cosna dem Realteil von (cosz+isin a)” gleich sein muf, so findet man 


fiir ganzes positives m nach dem binomischen Lehrsatz 


cos Nx = cos” r— (3) cos” 74 sin? a + (7) cos"—‘*z sintz—-+--- 


D) Einleitung 


Jedem Leser wird sich dabei der Hindruck aufgedriingt haben, daB 
man den komplexen Zahlen nur schwer aus dem Wege gehen kann, ja, 
daB ihre Verwendung hiufig von besonderem Nutzen ist. Aber nicht jeder 
wird an dies Buch mit der fertigen Uberzeugung herantreten, da ohne 
komplexe Zahlen manche Erscheinung unerklérlich ist, daB vielerorts erst die 
Heranziehung des Komplexen zur Klarheit fiihrt, dab erst im Komplexen 
ein geschlossenes Gebiet gewonnen ist, aus welchem die geldufigen Rechen- 
operationen nicht wieder herausfiihren, da8 die komplexen Zahlen dem mensch- 
lichen Schénheitstrieb viele Befriedigung gewahren. Von solchen Uberzeugungen 
ist dies Buch getragen und sein erstes Ziel ist es, solche Uberzeugungen im 
Leser zu wecken, damit er frohen Mutes an die Arbeit herangehe. 

Die Ansicht, daS die komplexen Zahlen unvermeidlich seien, wird 
jedem Leser nahe liegen, welcher von dem sogenannten casus irreducibilis 
bei den Gleichungen dritten Grades gehért hat. Das ist-jenes eigenttim- 
liche Vorkommnis bei der Auflésung der Gleichungen dritten Grades 
durch die cardanische oder dhnliche Formeln. Das Vorkommanis tritt 
gerade bei den Gleichungen ein, welche nur reelle Wurzeln besitzen, und 
duBert sich darin, da bei den Auflésungsformeln Quadratwurzeln aus 
negativen Zahlen schlechterdings unvermeidlich sind. In der Algebra wird 
dies des naiheren bewiesen.') ; 

An zweiter Stelle sei der Leser an die folgenden Tatsachen erinnert. 
Will man den Satz aussprechen kénnen, daB alle linearen Gleichungen mit 
natiirlichen, d.i. ganzzahligen Zahlenkoeffizienten lésbar sind, so ist man 
genotigt, neben diesen natiirlichen Zahlen die negativen Zahlen und die 
Briiche heranzuziehen, Man ist also zu zwei Erweiterungen des Bereiches 
der natiirlichen Zahlen gendtigt. Steigt man dann zur Liésung der qua- 


Ebenso findet man durch Gleichsetzen der Imaginirteile 


sin na = (") cos”! sin a—(") cos” arsine wees 
f et (ae 2 
Aus der Kulerschen Forme] findet man ferner leicht, daB cos a = —_*—_ und _ daB 


oz p—ta ; _ ese '* n 
aS ist. So findet man z. B. cos"7 = (ste) . Fiir ganzes positives 
nm kann man hieraus die Entwicklung von cos” in eine Fouriersche Reihe entnehmen. 
Der binomische Satz liefert nimlich 


eniz eae 


sin % = 


(m—2)ia —(n—2)i2z 
bss git n\ & +e 
cos ORE TT ae (”) a re ae Se ay oe ts 
1 
eee (cos NX +(") cos (n—2) @ +) ...0-. ). 


1) Vgl. z. B. Weber-Wellstein: Encyklopaidie der Elementarmathematik Bd. lt 
3, Aufl., Leipzig 1909, S. 364. 
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dratischen Gleichungen auf, so wird man wieder zur Hinfiihrung zweier 
neuer Zahlensorten gefiihrt. Man mu8 die irrationalen und die komplexen 
Zahlen heranziehen. Hat man dies aber restlos getan, so werden alle 
Gleichungen von beliebig hohem Grade lésbar, ohne da8 irgendwann die 
Einfiihrung weiterer Zahlgebilde nétig wird. Dann gilt ganz von selbst 
der Fundamentalsatz der Algebra, daB jede Gleichung Lésungen _besitzt. 
Wir bfachten das schon vorhin zum Ausdruck, indem wir sagten, daf die 
auszufiihrenden Rechnungen aus dem mit den komplexen Zahlen gewonne- 
nen Zahlkérper nicht wieder herausfiihren. Mit ihrer Hinfiihrung ist also 
Abschlu8 und Abrundung erzielt. 

Lehrreich ist endlich die Betrachtung der Logarithmen negativer Zahlen. 
Higentiimlich muten uns die Widerspriiche an, welche so beriihmte Mathe- 
matiker wie Johann Bernoulli, der Vater der Variationsrechnung, und so 
universelle Gelehrte wie Leibniz, einer der Erfinder der Differential- und 
Integralrechnung und der Vater vieler noch heute iiblichen Bezeichnungen, 
bei der Betrachtung der Logarithmen negativer Zahlen zu finden meinten. 
Von der Bedeutung des Komplexen legt um so beredteres Zeugnis die Auf- 
klarung dieser Paradoxien durch Euler ab. Der Leser kennt die Formel 


wegen f $a} 3; 10 ee 


—1 1 
Daraus folgt z= arctg 1 = ples : i log (SS ay = z; log (— 1), 


Andererseits aber ist log (—1) = $ log (—1)"= - log 1 = 0. 
Also wire auch <= Q. Diesen Widerspruch klirte Euler’) durch die kon- 


sequente Auffassung des Logarithmus als Umkehrungsfunktion der Ex- 
ponentialfunktion auf. Damit wird der Logarithmus im komplexen Gebiet 
ganz von selbst eine unendlich vieldeutige Funktion, und das klart das 
Ratsel auf. Denn man meint oben bald diesen und bald jenen der Werte, 
welche der Logarithmus annehmen kann. Aber ohne Konsequenz in der 
Verwendung der komplexen Zahlen ist das Paradoxon schlechterdings un- 
erklarlich.’) 


1) Histoire de l’Académie de Berlin Bd. V (1749). 

2) Die vorhin schon erwahnte Eulersche Formel lehrt ja, dab 
e* = cos (—7z)+7 sin (—iz) = cosiz—isiniz ist. 
eo? +247 _ cos (iz —2.n)—i sin (ig —222) 

é = cosiz—isiniz=e’. 
Ebenso wird fiir jedes ganze h eh P hi a ef, 
eine Funktionalgleichung, welche der bekannten Formel 
cos (2+ 2hx) = con z 


Daher wird 
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Die vorliufigen Bemerkungen, die wir damit abbrechen, crmodeen 
hoffentlich im Leser schon den Eindruck von Notwendigkeit, Niitzlichkeit und 
Schénheit des Komplexen. Durch Beispiele aus Anwendungsgebieten wie 
Hydrodynamik, Optik, Himmelsmechanik, Geometrie, Zahlentheorie kénnte 
dieser Eindruck noch beliebig vertieft werden. Doch wollen wir uns mit 
dem Wenigen begniigen. 

Historisch ist es noch ein weiter Weg von diesen ersten Hinsichtea bis zu 
einer Funktionentheorie in unserem heutigen Sinne als einem selbstandigen 
Lehrgebiude. Wir werden diesen Weg jetzt nicht in seinen einzelnen Htappen 
verfolgen. Wir wollen lieber gleich mitten in die Sache hineingehen und 
nach einer knappen Hrérterung der komplexen Zahlen selbst zunachst ver- 
suchen, die Lehren der reellen Analysis auf unser neues Gebiet zu tiber- 
tragen. Wir werden so von Reihenlehre, von Grenzwerten, von Differen- 
tialquotienten, von Integralen héren und damit Schritt fiir Schritt diesen 
ersten Gesichtspunkt einer Analogie zum Reellen verlassen, um allméh- 
lich zu den charakteristischen und neuen Lehren der Theorie zu gelangen. 


Erster Abschnitt. 


Komplexe Zahlen. 


§ 1, Arithmetische Theorie der komplexen Zahlen.*) 


Wer auf der Schule mit komplexen Zahlen rechnen lernt, befolgt den 
Weg, den auch die Wissenschaft ging. Er gewéhnt sich allmahlich an das 
Neue und Unbehagliche, das zunichst den komplexen Zahlen anhaftet. Er 
steht unter dem allmachtigen Trigheitsgesetz des menschlichen Geistes, das 
ihn die formalen Rechenregeln auf diese Gebilde anzuwenden treibt, obwohl 
ihnen bei etwas n’herem Zusehen eine reale Bedeutung abzugehen scheint, 
obwohl sie in den Anwendungen die Rolle unméglicher Lésungen oftmals 
spielen, und obwohl er nicht einsieht, wieso man mit Unmdglichem soll 


ganz analog ist. Ahnlich wie diese bringt also jene zum Ausdruck, daB e? eine 
periodische Funktion mit der Periode 2iw ist. Abhnlich wie daher die Umkehrungs- 


funktionen aresinz und arccosz unendlich vieldeutige Funktionen werden, so ist auch 


die Umkehrungsfunktion von w=e’, die wir mit Euler log w nennen wollen, unend- 
lich vieldeutig, und die zu gegebenem Werte von w gehérigen Logarithmen unter- 
scheiden sich, wie wir S. 77 noch niher sehen werden, um Vielfache von 2iz vonein- 


ander. Hiner dieser Werte ist fiir reelle positive w reell, und an den denkt man 5 


wohl gewohnlich zuerst, Zur Auflésung der erwihnten Paradoxie mu8 man aber kon- 
sequent auch die anderen Werte bedenken. 


1) Leser, welche diesen §1 zu schwer finden, mégen bei § 2 beginnen. 


* 


§1. Arithmetische Theorie der komplexen Zahlen 5 


rechnen kénnen. Gerade das ist es, was nachdenkliche Mathematiker vor 
GauB und riickstindige Képfe nach GauB immer wieder gegen die kom- 
plexen Zahlen geltend machten. Und doch ging nebenher die steigende 
Kinsicht, da8 man sie doch nétig habe, ging nebenher die Erfahrung, daB 
die tiber den Umweg durchs Imaginiire gewonnenen reellen Resultate sich 
stets nachtriglich bestiitigen lieBen. Der Weg durchs Imaginire machte 
tiberdies einen besonders eleganten Hindruck. Aber woher kam dem Un- 
méglichen diese geheimnisvolle Kraft? 

Da8 man die Antwort auf diese Frage erst so spat fand, daB man vor 
GauB so sehr im Dunkeln tappte, hat seinen inneren Grund in dem Cha- 
rakter der Mathematik in den vorausgehenden Jahrhunderten. In dieser 
Zeit war begriffliches Denken den meisten Mathematikern sehr fremd. Ver- 


~suchte doch noch Euler zu beweisen, daB man alle unméglichen Zahlen 


auf die Form x-+ iy") bringen kénne.*) Da man dazu aber vorher aus 
der Vorstellung ,,unmégliche Zahl“ einen Begriff machen miisse, daf man 
anders zu logischen Schliissen weder eine Unterlage noch ein Recht be- 
sitzt, war Euler und seiner Zeit fremd. Grob ausgedriickt ist doch fiir uns 
heute die Sache so, daB das, was Euler beweisen wollte, gerade erst die 
Begriffsbestimmung seines Vorstellungsinhaltes ,,unmégliche Zahl“ abgibt. 

Das Wesen der Sache hat erst Gau® erfaBt. Gleich allen groBen Genies 
wurzelt er zwar durchaus in der Vergangenheit*), hat sich aber tiber die- 
selbe erhoben. Wenn man nun doch heute meist der, gleich darzulegenden, 
auf Hamilton (ca. 1830) zuriickgehenden englischen Theorie den Vorzug 
gibt, so hat dies seinen Grund darin, daB in dieser rein arithmetischen Dar- 
stellung die leitenden Gedanken noch klarer hervortreten als in der Gauschen 
geometrischen Hinkleidung. Ich beginne daher mit dieser arithmetischen 
Theorie. . 

An der Spitze steht der Satz: Das Rechnen mit komplexen Zahlen ist 
ein Rechnen mit Zahlenpaaren. Unter emer ,komplexen Zahl“ versteht man 
ein Paar (a, b) reeller Zahlen*), wofern gewisse Operationen erklart sind, 
welche mit diesen Zahlenpaaren vorgenpmmen werden sollen. Wir wollen 


1) Die Bezeichnung i=Y—1 hat Euler als erster 1777 gebraucht. Indessen 
‘scheint sie sich erst seit GauB (von 1801 an) eingebiirgert zu haben. 

2) Mémoire de l’Académie de Berlin V année 1749. 8S. 222—288. ‘ 

3) Noch in seiner Dissertation von 1799 finden sich Anklinge daran, daB er noch 
nicht voll mit der Tradition gebrochen hat. Erst 1831 ist volle Klarheit nachweisbar. 
“Eine sehr gute Darstellung dieser historischen Sachverhalte findet der Leser in der 
franzésischen Ausgabe der math. Enzyklopidie im Bd.I, 1 8. 337. Hier geben wir 
aur so viel, als fiir das Verstindnis der Fragestellung zweckdienlich erscheint. 


4) Es wird gewéhnlich in der Form a+ ib geschrieben, eine Schreibweise, auf die 


uns auch unsere weiteren Betrachtungen hinfiihren werden. 
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ein derartiges Operieren mit den komplexen Zahlen ,,Rechnen“ nennen. An 
sich ist es véllig willktirlich und ganz unserem Entschlu8 anheimgegeben, 
wie wir diese Operationen erkliren, und wie wir sie benennen wollen. In- 
dessen werden wir den Wunsch haben, unsere Wahl durch den Zweck zu 
bestimmen, welchen wir mit der Hinftihrung der komplexen Zahlen ver- 
folgen. Wir wollen ja mit den neuen, den komplexen Zahlen eine L7- 
weiterung des Zahlbegriffes vornehmen. Wir haben nimlich bei der Auf- 
lésung der quadratischen Gleichungen, z. B. schon bei x? + 1 = 0, die Hr- 
fahrung gemacht, daB wir nicht mit den reellen Zahlen auskommen. Unsere 
Zahlenpaare sollen also als speziellen Fall die gewéhnlichen reellen Zahlen, 
in nur etwas anderer Bezeichnung, unter sich begreifen. Die Rechenopera- 
tionen sollen demnach weiter so formuliert werden, da sie in Anwendung 
auf die gewodhnlichen Zahlen, die wir weiter als die reellen Zahlen be- 
zeichnen, zu denselben Resultaten fiihren, wie die dort iiblichen, Addition 
und Multiplikation genannten Operationen. Weiter werden wir den Wunsch 
haben, daf fiir Addieren und Multiplizieren nicht nur in diesem Spezialfall, 
sondern iiberhaupt soweit als médglich unsere gewohnten Rechenregeln, 
Axiome der Arithmetik genannt, bestehen bleiben. Wir werden beweisen, 
daB die folgenden Festsetzungen diese ,,Permanenz der formalen Regeln “ 
gewahrleisten. 

Das Zahlenpaar (a, 0) lassen wir der gewéhnlichen Zahl a entsprechen 
und verabreden, stati, (a, 0) auch kurz a@ zu schreiben: (a, 0) =a. 

Unter der Summe (a, 6) + (c, d) der beiden komplexen Zahlen (a, b) 
und (c, d) verstehen wir die Zahl (a+ c, 6+). Also wird unserem 
Wunsche entsprechend insbesondere 

(a, 0) + (6 0)=(a+e 0)=a+e. 

Unter dem~ Produkt (a, b)-(c, d) verstehen wir die komplexe Zahl 
(ac — bd, ad + bc). Dann ist insbesondere, wie es sein sollte, (a, 0) - (¢, 0) 
== (ac, 0) = ae, 

Man sieht ohne weiteres, daB fiir diese Erklarungen das kommutative, 
assoziative und distributive Gesetz Bestehen bleiben, daB also fiir die Zahlen- 
paare w= (a, b), B =(c, d), y=(e, f) die Gesetze 

o+B = Bbt+e kommutatives Gesetz der Addition 
“- B= Bp —« kommutatives Gesetz der Multiplikation 
(o+B)+y=a+(B+y) assoziatives Gesetz der Addition 
(a: B)-y=a-(B-¥)  assoziatives Gesetz der Multiplikation 
«-(B+y)=a-B+«a-y distributives Gesetz 
in Geltung bleiben. Wir iiberlassen dem Leser die Aufgabe, die zur Priifung 
notige kleine Rechnung auszufiihren. 


§ 1. Artthmetische Theorie der kompleren 4Zahlen 7 


Wir verabreden weiter, die hiufig fverkeorandiends komploxe Z afl (0, 1) 
kurz mit 7 zu bezeichnen. Dann wird also 
(a, 6) = (a, 0) + (0, |) =a4d-(0, l)=a+ ib. 
Ferner aber wird 7#?=(0, 1)-(0, 1)=(—1, 0)=—1. 
Wir kénnen also auch i= Y—1 schreiben, und damit haben wir den An- 
schluB an die iibliche Schreibweise a +7%b der komplexen Zahlen erreicht. 

Wir haben nimlich dargelegt, woher man das Recht nimmt, so zu schreiben. 

a hei®t der Realteil, 6 der Imaginirteil der komplexen Zahl «=a-+ ib. 
Man schreibt a= 8 (a) und b = 3(«). 

Zwei komplexe Zahlen sollen nur dann gleich heiBen, wenn sie identisch 
sind. Sie stimmen also stets in Realteil und in Imaginirteil tiberein. 

Die Zahl ¢ = a— ib heiBt zu a= a+ ib konjugiert. Stets werden wir 
die konjugierten Zahlen durch Uberstreichen bezeichnen. Eine Zahl heift 
reell, wenn ihr Imaginarteil verschwindet. Sie heiBt rein imagindr, wenn 
ihr Realteil Null ist. Fiir reelle Zahlen und nur fiir sie ist also «= @; 
rein imaginire Zahlen dagegen sind durch « = —@ gekennzeichnet. Stets 
ist also «+ @= 2% (a) reell und aw —@= 2i3(«) rein imaginir. 

Es gibt eine einzige komplexe Zahl Null, die der Gleichung 


aot+ttét=a«a 
Sines Das ist natiirlick die reelle Zahl Null. Um das einzusehen, hat 
_man nur auf beiden Seiten der Gleichung — a zu addieren (—~a=—1- a). 


Ebenso ist die reelle Zahl Hins die einzige Lésung der Gleichung w§ = a, 
wenn o + 0) ist. 
Man hat, um das einzusehen, nur beide Seiten mit 
re 
Pata 
zu multiplizieren. Wir wollen diese Zahl fortan mit bs bezeichnen, weil ja 


B-a=1 ist. Denn es ist ja a? + b?=«-&. Dabei ist vorausgesetzt, dab 
«+0 ist, dh. daB nicht a und 6b gleichzeitig verschwinden, d.h. da 
a? + b? +0 ist. Denn sonst geniigt ja jede Zahl unserer Gleichung «& = a. 

Ein Produkt kann nur dann verschwinden, wenn ein Faktor verschwindet. 


Denn wenn « + 0 ist, aber doch a& =A) ist, so mub § = 0 r = 0 sein, wie 


- man durch Multiplikation beider Seiten der Gleichung mit — ~, orkennt. 


Damit sind alle Axiome, deren Aufzaihlung der Leser Bie in meinem 


 Leitfaden der Differentialrechnung auf S, 12/13 nachlesen moge, als giiltig 


erkannt. Nur die Monotoniegesetze sind noch nicht besprochen. Ks soll 
nicht naher davon die Rede sein, daB sie tatsichlich nicht mehr gelten, oder 
besser gesagt, daB die Relationen gréBer und kleiner im Gebiete der kom- 


\ 
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plexen Zahlen nicht erklirt werden, da man ihrer nicht bedarf. Wollte 
man sie doch einfiihren, so hitten sie sicher nicht mehr inder vom Reellen 
gewohnten Art mit den Rechenregeln verkniipft. 

Bemerkungen: 1. Wir haben also eingesehen, da8 unseren urspriing- 
lichen Forderungen durch unsere Festsetzungen geniigt wird. Manchem Leser 
wird es aber nicht recht erklarlich sein, wie man auf diese Festsetzungen 
kommt, und er wird sich fragen, ob es nicht noch andere Festsetzungen 
gibt, welche dem gleichen Zweck geniigen. Daf man es gerade erst ein- 
mal mit unseren Festsetzungen versucht, hat seinen Grund darin, daB es 
ja gerade die Festsetzungen sind, auf die man stot, wenn man ganz naiv 
z.B. auf der Schule mit 2? = — 1 und den anderen Regeln an die komplexen 
Zahlen herantritt. Ob es aber die einzigen Festsetzungen sind, die den 
Bedingungen geniigen, das ist eine Frage, die noch nicht restlos geklart 
ist. Bisher hat nur gezeigt werden kénnen, daf unter gewissen Voraus- 
setzungen keine weiteren wesentlich anderen Festsetzungen mehr mdglich 
sind. Diese Voraussetzungen halten daran fest, daS Summe und Produkt 
eindeutige und stetige Funktionen der Summanden bzw. Faktoren sein sollen. 
Damit ist folgendes gemeint: Real- und Imaginarteil von Summe und Produkt 
sollen eindeutig und stetig durch Real- und Imaginirteil der Summanden 
bzw. Faktoren bestimmt sein.') 

2. Das Zahlensystem kann nicht dadurch aufs neue erweitert werden, 
da8 man etwa Zahlentripel usw. heranzieht. Denn man kann beweisen*),_ 
daB man auf keine Weise fiir derartige Gebilde die Rechenprozesse so er- 
klaéren kann, daB alle Rechenregeln bestehen bleiben. 

3. Die hohe Bedeutung der komplexen Zahlen kommt so recht im 
Fundamentalsatz der Algebra zum Ausdruck. Zwar werden wir erst spater 
einen Beweis dafiir kennen lernen, doch wollen wir jetzt schon den Satz 
formulieren und ihn in einfachen Fallen bestiitigen. Nach diesem Satz 
hat jede algebraische Gleichung mit komplexen Koeffizienten mindestens 
eine (komplexe) Wurzel. Namentlich also haben die Gleichungen z+ «= f# und 
za= 6B mit «4-0 genau eine Wurzel.*) So sind nun auch Subtraktion 
und Division eindeutig erklirt. Wir wollen die Lésungen mit 6 —o@ und 


£ bezeichnen. Sei etwa «= a-+ib und B =c-+ id, so sind die Lésungen 


B—a=a—e+i(v—d) md P= 5,- (c+ id)-(a—id). 


1) Vgl. meine Arbeit in Mathematische Zeitschrift Bd. 2 (1918) S. 171—179. 

2) Frobenius: Crelles Journal Bd. 84 (1878). 

3) Da8& keine Gleichung mehr Wurzeln haben kann, als ihr Grad angibt, sieht 
man genau wie im Reellen ein. Siehe z. B. meinen Leitfaden der Differential- und 
Integralrechnung I §. 7. 


? fag 


§ 2. Geometrische Deutung der komplexen Zahlen G 


Das bekommt man im ersten Fall dadurch heraus, daB man rechts und 
links « addiert. Damit ist auch gezeigt, daB die angegebene die ein- 
zige Lésung ist. Im Falle der Gleichung ‘zw = multipliziert man 
rechts und links mit der zu w konjugiert imaginiiren Zahl @ Dann wird 


gaa = 6 Nun multipliziert man rechts und links mit —- : So 
a 


a at+b? 
erhalt man dann rechts die Zahl = -B-a=6.- - , die wir mit bezeichnen. Dab 
fiir das Rechnen mit solchen Briichen die gewohnten Regeln gelten, sieht 
man leicht ein. 

Leicht erkennt man nun auch, da8 alle quadratischen Gleichungen 
mit reellen oder komplexen Koeffizienten lésbar werden. Wenn man an 
den HerleitungsprozeB fiir die Auflésungsformel der Gleichung zweiten 
Grades denkt, so erkennt man leicht, daB man nur zu zeigen hat, daB man 
nun aus jeder komplexen Zahl die Quadratwurzel ziehen kann. Soll aber 


wey (@@+i-y)=a+ ib 
sein, so findet man daraus sofort 2?—yi=a 
25y" = 
Also wird g=+ ie a y= + YS eer 


_ Die Wahl der Vorzeichen ist durch die Bedingung 2xy = b festgelegt. 


§ 2. Geometrische Deutung der komplexen Zahlen. 


Die komplexen Zahlen z = x + 7y bilden eine zweiparametrige Schar: (x, y). 
Will man sie also geometrisch deuten, so wird man dazu nicht wie bei den reellen 
Zahlen eine Zahlengerade benutzen. Man wird vielmehr eine Zahlenebene heran- 
ziehen, Das hat zuerst GauB getan. Sie heiBt daher auch die GauSsche 
Zahlenebene. Die komplexe Zahl « = a-+ ib = (a, b) bestimmt den Punkt 
P mit den rechtwinkligen Koordinaten x=a und y= 0b tnd den 
Vektor OP (O Koordinatenanfang). Auf der w-Achse werden dabei die 
reellen, auf der y-Achse die rein imaginiiren Zahlen aufgetragen. Daher 
heiBt die z-Achse auch reelle Achse, die y-Achse aber imagindre Achse. 
Der Realteil einer komplexen Zahl erscheint wieder als x-Komponente, 


_ der Imaginarteil als y-Komponente des zur komplexen Zahl gehérigen 


ad 


&; 
<s 


Vektors. Es ist reizvoll, sich die Rechenprozesse geometrisch zu veran- 


schaulichen. Seien z, und z die Koordinaten zweier Punkte, die wir kurz 
mit z, und z, bezeichnen wollen. Man erhilt dann den Punkt 2,= ¢, + #% 
‘nach der Konstruktion des Parallelogramms der Krifte. Man legt némlich 
durch 2, als Anfangspunkt einen Vektor, der mit dem Vektor ¢ in Rich- 


tung und Lange itibereinstimmt. Er endigt im Punkte z, DaB man 


dabei auch z, und 2, ihre Rollen vertauschen lassen kann, leuchtet geome- 


js eS 
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fsa ein und bringt das kommutative Gesetz der Addition zur Anschauung. 
Alles weitere entnimmt der Leser der Fig. 1, wo die drei Vektoren 0z,, 
2,23, 02, ein Dreieck bilden. 

Die Zahl — z bestimmt einen Vektor, der die entgegengesetzte Richtung, 
aber die gleiche Linge wie der Vektor ¢ hesitat. Danach wird der 


y 


f 


iged = Fig. 2. Fig. 8. 


Leser die oe Bedeutung der Subtraktion aus Fig. 2 ablesen. 
GS 6; — 4, = 4) + {= 4). 

Die Zahl 7 geht durch Spiegelung an der reellen Achse aus der Zahl z 
hervor. Fig. 3 bringt das zur Anschauung. 

Um sich nun in &bnlicher Weise die Multiplikation zu verdeutlichen, 
tut man gut, Polarkoordinaten einzufiihren. Die Lange des Vektors 2 wird 


r=+YVe+y=+ 72%. Diese Zahl heift absoluter Betrag von z und 
wird nach Weierstra8 wie im Reellen mit |z| bezeichnet. Fiir reelles 
z fallt némlich diese Erklirung des absoluten Betrages mit der iiblichen 
zusammen. Wir fiihren weiter in der komplexen Ebene einen positiven Dreh- 
sinn ein® Wir legen ihn durch die Forderung fest, daB durch Drehung 
um den Winkel 2/2 im positiven Sinn die positive «-Richtung in die posi- 
tive y-Richtung tibergefiihrt werde. Dann sei y der Winkel, um welchen 
man in positiver Richtung die positive x-Richtung zu drehen hat,. um sie 
in die Richtung des Vektors ¢ tiberzufiihren. Wichtig ist die Bemerkung, 
daB dieser Winkel nur bis auf Vielfache von 2 7 bestimmt ist. Da also 
jedem Wert von z Werte von g zugehidren, so ist m eine Funktion 
der komplexen Veranderlichen z, die wir mit arg z (lies Argument von 2) 
bezeichnen wollen, und zwar ist p = arg z eine unendlich vieldeutige Funk- 
tion von 2, insofern als zu jedem Wert z unendlich viele Winkel » 
gehéren, die sich voneinander um Vielfache von 2 x unterscheiden. Diese 
Funktion, die uns hier zum ersten Male entgegentritt, spielt eine besonders 
wichtige Rolle in der ganzen Funktionentheorie. Mit Hilfe von |¢| =r und 
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gy laBt sich nun z=a+7y so darstellen: x= cos Q, yY =rsin g, 


z= |2| (cos pm +7 sin ¢).") 
Hat man nun zwei komplexe Zahlen z, und z, zu multiplizieren, so er- 
halt man 
#12 = |4,||42| (cos p, cos p,—sin @, sin yy +i [cos g, sin yy -+ cos g, sin ¢]) 
= |2,| | #| (cos (p, + ,) +t sin (p, + g)). 
Man sieht also, da8 der absolute Betrag des Produktes dem Produkt der 
absoluten Betriige der Faktoren gleich ist: |2,+2|=|2,|+|2,| und dap das 
Argument des Produktes der Summe der Argumente der Faktoren gleich ist: 
arg (2,-2,) = arg 2, + arg %. 
Wir kommen zur Division, und beginnen da mit > Man hat += 


ze 
=F Da aber |z|=|2| und arg z= — arg Z ist, so wird Fe = und 
arg (5)= —arg z.. Daher wird nun : —— a und arg Ge) = arg 2, — arg 2. 


Denn man hat ja rear #s 
2 2 
Quotienten als Quotient der absoluten Betrige und das Argument des Quo- 


tienten als Differenz der Argumente von Zihler und Nenner. 


Man erhilt also den absoluten Betrag eines 


Die gegenseitige Lage der Punkte z und = kann man sich an Hand 


der folgenden Konstruktion klarmachen. Man konstruiere (Fig. 4) zu- 
niichst den Punkt z’, der aus ¢ durch 
Transformation nach reziproken Radien am 
Kreis vom Radius Eins um z= 0 hervor- 
geht.”) Diesen Kreis nennen wir fortan 
Kinheitskreis. Da in Fig. 4 das Dreieck 02' 7 
bzw.0zT bei T rechtwinklig ist, so entnimmt 


man sofort dem Kathetensatz, daB tatsach- 
1 


lich |z||z'|=1, daB also le) =F Da- 
bei ist aber noch arg z'!= arg z. Spiegelt man also noch z' an der reellen 
Achse, so erhilt man Ty Nebenbei bemerkt ist also 2! == (Siehe 
auch 8. 47.) e 


Wir wenden die gefundenen Ergebnisse noch auf Potenzen und Wurzeln 
an. Sei n eine ganze positive Zahl. Dann hat man (cos »+7sin y)” 


Fig. 4. 


1) Haufig ist es bequemer, statt des arg z den Faktor cos p-++-7sin p heranzuziehen. 


Er spielt bei den komplexen Zahlen offenbar dieselbe Rolle wie das Vorzeichen bei 
* 


5" 
as 
er 


= deutige Funktion von z. 


ml 


yo 


‘den reellen Zahlen und wird daher auch mit sign z bezeichnet (lies signum von z). Also 
setzen wir signz = cosy + ising = fa signz ist im Gegensatz zu argz eine ein- 


2) Die Winkel 027 und 072’ sollen also rechte Winkel sein. 
Bieberbach, Funktionentheorie I 2 
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=cosngp-+isinng. Denn cos y +7isin p hat den absoluten Betrag Mins. 
Wendet man nun auf (cosy +isin gy)” den binomischen Lehrsatz an und 
trennt dann Real- und Imaginiirteil, so findet man die bekannten Darstellungen 
von cos”g und sin ng durch cos m und sin g. 

Betrachten wir nun Va, so. wird der absolute Betrag von Va die positiv 
genommene n-te Wurzel aus dem absoluten Betrag von a. Das Argument 
von Va hingegen wird der n-te Teil des Argumentes von a. Dabei kommt 
aber nun wesentlich zur Geltung, daB arg z eine unendlich vieldeutige Funk- 
tion von ¢ ist. Die verschiedenen Werte von arg a unterscheiden sich von- 
einander um Vielfache von 2x. Teilt man sie alle durch m, so erhalt man 


c é s 5 22 5 , 
also Werte, die sich voneinander um Vielfache von = unterscheiden. Seien 


etwa p+ 2ha die Werte von arg a, so werden s + no die Werte von 
arg (Va). Diesen Winkeln entsprechen im ganzen m verschiedene Rich- 
tungen in der z-Ebene. Denn von den n Winkein z, z + =, e +2 = see 


r] 


+ + (w=) = unterscheiden sich alle anderen a nur um Vielfache von 22. 
Demnach gibt es also n verschiedene Zahlen, deren n-te Potenz a ist. Sie’ 
liegen samtlich auf einem Kreis vom Radius Vial | um den Punkt z=0 und 
E. bilden auf ihm die Ecken eines reguliren »-Hcks. 
Wir bringen in Fig.5 den Fall a=1, n=5 zur 
Anschauung. Die fiinf dort angegebenen Zahlen sind 
also die fiinf Wurzeln der Gleichung 2°—1=0. 
Z Allgemein hat so die Gleichung 2*—a=0O genau n 
voneinander verschiedene Wurzeln. Wir finden also 
bei dieser Gleichung den Fundamentalsatz der Algebra 
bestatigt. 
8 Die Betrachtung der absoluten Betrage bei Summe 
und Differenz fiihrt zu einigen wichtigen Unglei- 
chungen, Aus dem Dreieck 02,2, der Fig. 1 liest man sofort ab, daf 
lag] Sle + || 
und dab | 45| = |4,|—|4| 
ist. Der absolute Betrag einer Summe ist also hichstens der Summe der absoluten 
_ Betrdge und mindestens der Differenz der absoluten Betriige der Summanden 
gleich» Dies ergibt sich sofort, wenn man beachtet, daB die absoluten Be- 
triige einfach die Langen der Dreiecksseiten sind, und da8 also unsere Un- 
gleichungen bekannte Beziehungen zwischen den Dreiecksseiten zum Aus- 
druck bringen. Wenn aber die drei Vektoren alle auf eine Gerade fallen, — 
so kommen in den Ungleichungen bekannte Langenbeziehungen zum Aus- 
druck, die ja schon die geometrische Bedeutung der entsprechenden Un- 


Fig. 5. 
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gleichungen ausmachen. Man erkennt auch, daB in der ersten Ungleichung 
das Gleichheitszeichen nur stehen kann, wenn alle drei Vektoren gleich 
gerichtet sind, und daf es in der zweiten nur dann eintritt, wenn 2, und 4, 
verschiedene Richtung haben, aber auf derselben Geraden liegen, und wenn 
gleichzeitig z, keinen kleineren Betrag hat als z,, 

Will man diese Abschiitzungen rein rechnerisch ohne Bezugnahme auf 
eine geometrische Deutung beweisen, so kann man etwa so vorgehen. Hs 


ist |a-+b|=|al1 +2) 


Setzt man daher o= i+ iu, so hat man z. B. zu zeigen, daB 
(1+ a+ ws (1+ ya + py’. 
Dies ist richtig, weil 21<2VV +h 


und dies trifft fir 4< 0 zu, weil die Wurzel positiv ist, fiir 2 >0 aber, 
weil Deh Bes 


gleich gilt dabei offenbar nur dann, wenn 4>0 und u = 0 ist, d.h. wenn 
die beiden Zahlen @ und b gleiches Argument haben. Ganz ihnlich beweist 
man, daB auch ja+b|>l|at—|)d| 

ist. Die Durchfiihrung sei dem Leser als Aufgabe gestellt. 


Zweiter Abschnitt. 
Grenzwerte und Reihen. 
§ 1. Einige Grundbegriffe. 


Wie im Reellen, so ist auch im Komplexen das Prinzip der Intervall- 
‘schachtelung die Grundlege fiir alle Betrachtungen tiber Grenzwerte und 
Reihen.?) 

Das Prinzip der Intervallschachtelung besagt folgendes: Auf einer 
avenue sei eime umendliche Folge ineinanderliegender Interyalle 1,, | 
“dg-++tne+ gegeben, also derart, dap jedes alle anderen mit groBerer Nummer 
ai Die Liingen der Intervalle sollen gegen, Null konvergieren. Dann 
gibt es genau einen Punkt, der dem Inneren oder dem Rand aller dieser 
Intervalle angehort. Wir sagen dafiir auch kurz: Die Intervalle ziehen sich 
_ auf einen Punkt zusammen und nennen diesen Punkt den innersten Punkt 

der Intervalle. ; 


1) Fiir den hierbei ausgeschlossenen Fall a=0 ist ja die zu pew operas Formel 


evident. 
2) ee z. B. meinen Leitfaden der Differentialrechnung. 
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Von diesem Satz machen wir zunichst die folgende Anwendung. In 
der kompleaen Ebene sei eine Folge ineinanderlegender Rechtecke gegeben, 
deren Seiten durchweg der reellen und der imagindren Achse parallel sein 
mogen. Die Liingen der Rechtecksdiagonalen mogen gegen Null konvergieren. 
Dann gibt es genau einen Punkt, der dem Inneren oder dem Rand aller 
dieser Rechtecke angehort. Wir sagen daftir auch kurz: Die Rechtecke ziehen 
sich auf einen Punkt zusammen und nennen diesen Punkt den inmersten 
Punkt der Rechtecke. 

Dieser Satz kann unmittelbar aus dem an die Spitze gestellten Prinzip 


erschlossen werden. Man hat dazu nur die Abszissen und die Ordinaten - 


der Rechteckspunkte zu betrachten. So erhalt man 
sowohl auf der reellen wie auf der imaginiren Achse 
eine Intervallschachtelung. Die Punkte, auf welche 
sich die Intervalle zusammenziehen, bestimmen die 

pee Koordinaten des innersten Punktes der Rechteck- 

fopiy iii |. schachtelung. 

ieske Hine unmittelbare Folge dieses Prinzips ist der 
Satz tiber die Hzxistenz der Hdufungswerte. Es sei eine unendliche Folge 
von komplexen Zahlen-gegeben: 2,, 2,---. Unter einem Haiufungswert dieser 
Folge verstehen wir eine Zahl z derart, dap fiir jedes e >0 die Ungleichung 
|¢—2,|<« fir unendlichviele Nummern n erfillt ist. Geometrisch be- 
deutet dies folgendes. Die Ungleichung |z— 4z,|<e driickt aus, daB 2, 
einem um den Punkt z mit dem Radius «¢ geschlagenen Kreis angehért (oder 
was dasselbe ist; daB z in einem um ¢, mit dem gleichen Radius geschla- 
genen Kreis liegt). Wenn also in jedem um z geschlagenen Kreis unendlich- 
viele 2, liegen, dann heift ¢ ein Hiufungspunkt der Punktfolge oder die 
Zahl z ein Haufungswert der Zahlenfolge 2p. 

Dann gilt der folgende Satz: 

Eine beschréinkte Zahlenfolge besitzt mindestens einen Héufungswert. Be- 
schrinkt aber heift eine Folge von komplexen Zahlen dann, wenn die 
Folge der absoluten Betrige ihrer Zahlen beschrankt ist. Geometrisch 
ausgedrtickt heiBt das, daB ihre Punkte+) alle dem Inneren eines Kreises 
oder, was dasselbe*) ist, dem Inneren eines Rechteckes oder “ eines 
anderen endlichen Bereiches angehéren. Der Beweis verliuft so. Ich teile das 
Rechteck, dem alle Punkte angehéren und dessen Seiten zu den Koordinaten- 
achsen parallel angenommen werden kénnen, durch Parallele zu seinen Seiten 


1) Wir werden weiterhin bald von Punkten, bald von Zahlen reden; je nach 
Bequemlichkeit. 

2) Denn gehdren sie alle einem Kreis an, so gehéren sie-auch alle einem dem 
Kreis umbeschriebenen Quadrat an. 


as ‘ 
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in vier kongruente Rechtecke. Mindestens einem derselben mtissen dann 
unendlich viele Punkte der Folge angehéren, wenn andérs die Folge wirk- 
lich unendlich viele Punkte enthalten soll. Ein solches Teilrechteck also, 
welches unendlich viele Punkte enthilt, teilen wir wieder in vier gleiche Teile. 
Und wieder muf eines der neuen Teilrechtecke unendlich viele Punkte ent- 
halten. Dieses teilen wir wieder. So fortfahrend erhalten wir eine Recht- 
eckschachtelung. Der innerste Punkt derselben ist ein Haufungspunkt der 


~Zahlenfolge, weil jedem Rechteck der Schachtelung unendlich viele Punkte 


der Folge angehéren. Also gehéren auch jedem um den innersten Punkt 
geschlagenen Kreis unendlich viele Punkte der Folge an. Denn von einem 
gewissen an liegen alle Rechtecke der Folge in einem bestimmt gegebenen 
derartigen Kreis. 


§ 2. Grenzwerte und Reihen. 

Die Definitionen, Satze und Beweise sind auch hier fast durchweg so 
genau dem reellen Gebiet nachgebildet, daS wir uns meist recht kurz 
fassen k6énnen. 

Man sagt, eine beschrinkte Zahlenfolge z,, 2,--- besitze einen Grenz-. 
wert, wenn sie nur einen einzigen Héaufungspunkt besitzt.1) Das ist 
dann und nur dann der Fall, wenn es eine Zahl z gibt derart”), daB 


— | Zn— 2|= 0. Wir schreiben dann auch ina (4,— 2) = 0 und lim 2, = 2. 
n-> wo 


Z “heiBt der Grenzwert: der Zahlenfolge, welche selbst ,konvergent“ genannt 
wird. Die Satze vom Grenzwert einer Summe, eines Produktes, eines Quo- 
tienten tibertragen sich so unmittelbar, daB wir uns mit dieser Feststellung 
begniigen kénnen. 

Das allgemeine Konvergenzprinzip laBt sich ohne weiteres ins Komplexe 
tibertragen. Hine Zahlenfolge z,, 2,--- besitzt danach dann und nur dann 
einen endlichen Grenzwert, wenn zu jedem « ein N(e) gehért, derart, daB 
| Zn4+-m—én|< é wird fiir n > N(e) und beliebiges m > 0. Geometrisch besagt 
diese Bedingung, daB von der Nummer 7» an alle Zahlen der Folge einem 
Kreise vom Radius « um den Punkt z, angehéren. Da namlich auferhalb 
dieses Kreises nur endlich viele Zahlen der Folge liegen, so ist jede 
Folge, die der Bedingung des Konvergenzprinzips geniigt, beschrainkt. Sie 


besitzt also mindestens einen Haufungspunkt. Sie kann aber, wie weiter 


1) Man iibertrigt diesen Begriff manchmal auf nicht beschrinkte Zahlenfolgen 
und sagt, oo sei der Grenzwert einer solchen Zahlenfolge, wenn sie keinen endlichen 
Haufungspunkt besitzt, wenn also ihre Zahlen von einer gewissen Nummer an alle 


 auBerhalb eines beliebig vorgegebenen Kreises liegen. 


2) Wenn diese Bedingung fiir eine Zahlenfolge erfiillt ist, st dieselbe natiirlich 
auch beschrankt. : 
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aus der Bedingung des Prinzips folgt, nicht mehr als einen Haufungs- 
punkt besitzen. Denn weil alle Zahlen der Folge bis auf endlich viele 
in einem Kreise von Radius ¢ Platz haben, kann auBerhalb dieses 
Kreises kein Haufungspunkt der Folge liegen. Denn in _beliebiger 
Nahe desselben miiBten sich ja unendlich viele Zahlen der Folge be- 
finden. Also wiirden auch unendlich viele auBerhalb des Kreises anzu- 
treffen sein. Gabe es also etwa zwei Haufungspunkte der Folge, so konnte 
ihr Abstand nicht mehr als 2¢ betragen. ¢ ist aber eine positive Zahl, tiber 
die wir frei verfiigen kénnen. Daher kann es nicht mehr als einen Hau- 
fungspunkt geben. 

Wenn umgekehrt die Zahlenfolge einen endlichen Grenzwert z besitzt, so gibt 
es eine Nummer V(e), von der an | #,—2#|<> Also ist von dieser Num- 


mer an 
| entem— &n| =| eatem— 2+ 4— %n| Sl eapm—2|t+l|en—2e|<et+e= 

Die Lehre von den Zahlenfolgen ist gleichwertig mit der Lehre von 
den unendlichen Rethen. Denn man kann jede Zahlenfolge als Folge der 
Teilsummen einer anderen Zahlenfolge, also einer unendlichen Reihe auf- 
fassen. Ist etwa s,,s,,--- die Zahlenfolge, so sind die s, die Teilsummen 
der unendlichen Reihe 

Sq bt (81 — 8) ove + (Sn— Sn—1) +++, 
deren n-tes Glied also s,—s,—1 ist. Die Differenz zweier aufeinander- 
folgender Teilsummen ist ja stets ein Reihenglied. 

Eine Reihe heiBt konvergent, wenn ihre Teilsummen einen endlichen 
Grenzwert besitzen. Ist kein endlicher Grenzwert vorhanden, so heiBt die 
Reihe divergent. Dahin gehért namentlich der Fall, daB die Teilsummen 
einen unendlichen Grenzwert besitzen. ine solche Reihe nennt man 
eigentlich divergent, wihrend man die anderen auch oszillierend nennt. In 
diesen anderen Fallen besitzen also die Teilsummen stets mehr als einen 
Haufungswert. | 

Wie im Reellen ergibt sich aus dem allgemeinen Konvergenzprinzip als 
unmittelbare Folgerung die, daB der Grenzwert der Glieder einer konver- 
genten Reihe Null ist. 

Als wichtige Folge ergibt sich weiter aus diesem Prinzip der Satz, 
daB eine Rethe konvergiert, wenn die Reihe der absoluten Betrige ihrer Glieder 
konvergiert. Man beweist. das genau wie im Reellen folgendermaBen: Sei 
Uy + Uy ++++ die Reihe, s, ihre Teilsummen, sei |u)|+|u,|+--: die Reihe 
der absoluten Betrige, o,. ihre Ta iatcaner, Dann wird |S,4m— Sp | 
[tng beet tntm| S| tng | + | nga] Fe | nem | = Sn em— On<& Vou 
einem gewissen von m unabhingigen » an. 
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Anwendung auf Potenzreihen: 1. Unter einer Potenzreihe ver- 
steht man eine Reihe der Art 


Ay + A,2 + aya?+---a,2"+--- 
Es gilt der Satz: Wenn a,+ a,2)+-: + a,22 


“9 


konvergiert, so konvergiert auch 
| | + | a,2| +++++|@n2"| +--+ sobald | z2|<| z5|. 


Oder in Worten: Wenn eine Potenzreihe an einer Stelle 2, konvergiert, so 
konvergiert sie an allen Stellen von kleinerem absoluten Betrag absolut. Es 


ist namlich 5 
Sa,e"= DJ anee(= ak 


Nun sind aber die Glieder einer konvergenten Reihe beschrinkt, Denn 
ihr Grenzwert ist Null. Es gibt also nur endlich viele, deren Betrag ¢ 
tibertrifft. Es gibt somit eine Zahl M derart, daB fiir alle n stets 
|Gne@i¢ |< ist. Daher konvergiert auch S| a,2"|. Denn es ist ja 
\£l<1. 
1% | -~ 
2. Mit dem vorhin bewiesenen Satze, daf jede absolut konvergente 
Reihe selbst konvergiert, werden auch alle auf Reihen mit nicht negativen 
Gliedern sich beziehenden Konvergenzkriterien im komplexen Gebiet ver- 
wendbar. Dahin gehért namentlich das Kriteriwm von Cauchy, wonach 
>| a,2"| konvergiert, sobald von einem gewissen m an fiir ein festes LD <1 
die Bedingung V | dn2"|< L <1 erfiillt ist, und daB die Reihe divergiert, 
sobald unendlich oft V|an2” | a,2"|>1 bleibt. 
Wir sprechen die anette meer in einer fiir unsere Zwecke ge- 
eigneteren Form aus. Wenn yon einem gewissen ” an Vane" |< L bleibt, 
so ist der gréBte Haufungspunkt der Zahlenfolge V| a,2”"| kleiner als Kins. 
Ist umgekehrt der gré8te Haufungspunkt der Zablenfolge kleiner als Hins, 
so gibt es eine Zahl Z unter Hins von der Art, daB von einem gewissen 
n an Y\a,2"|< L bleibt. Denn es gibt ja nur endlich viele Zahlen der Folge, 
welche den gréSten Haufungspunkt der Folge um mehr als « tibertreffen. 
Also ist jede zwischen dem gréSten Haufungspunkt und Hins gelegene 
Zahl als Zahl LZ brauchbar. Man bezeichnet den gréften Hiufungspunkt 
mit lim sup (limes superior) oder mit lim. Abnlich nennt man den kleinsten 
Haufungspunkt lim inf (limes inferior) und schreibt auch lim. Dann kann 
man die Cauchysche Konvergenzbedingung dahin formulieren, da8 die 


Potenzreihe stets dann absolut konvergiert, wenn lim sup V| an2" | got eco). 
[ n> on 


Wir kénnen das auch so aussprechen: Die Potenzreihe Sa,2" konvergiert — 
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=r absolut.) Ist nun aber weiter |z|—= R>7, 


fiir alle pe a 
{s —_ V| an | 

so kann die Posenzreie nicht konvergieren. Denn wire dies der Fall, so 
wiirde sie fiir jedes z, dessen Betrag zwischen r und & liegt, absolut kon- 
vergieren, wihrend man doch den obigen Darlegungen entnehmen kann, 
da8 fiir |z|> yr die Potenzreihe nicht mehr absolut konvergieren kann. 
Denn dann ist auch him sup V| a,2"| > 1, und es gibt unendlich viele Reihen- 
glieder, fiir welche V/a,2"|> 1, ‘also auch |a,2”|>1 bleibt. 

Durch diese Uberlegungen ist nun der folgende Satz bewiesen. 

Jede Potenzrethe B (2) = at aye: 


besitzt einen Konvergenzkreis von der folgenden Eigenschaft. Fir jedes 2, 
- das dem Inneren dieses Konvergenzkreises angehirt, konvergiert die Reihe absolut, 
fiir jedes z auBerhalb divergiert sie. Der Mittelpunkt des Kreises liegt ber z = 0 
Sein Radius ist r= eos Diese Zahl nennt man auch den Konver- 
genzradius. ou nsapyi Gn | 

Das gilt auch fiir Men Fall, daB der gré8te Hiufungspunkt der Zahlen- 


folge V| an | a,| bei Null oder bei Unendlich liegt. Denn dann ist eben auch : 


fiir alle z der gréBte Haufungspunkt von Y|a,||2|" bei Null oder bei Un- 
endlich gelegen, und das bedeutet im ersten Falle, daB die Potenzreihe 
fiir alle z konvergiert, also den Konvergenzradius Unendlich hat, und es 
bedeutet im anderen Falle, daB die Potenzreihe fiir von Null verschiedene 
2 stets divergiert.- Dann ist also der Konvergenzradius Null. Wir werden 
gleich sehen, daB alle diese Falle wirklich vorkommen. 

Es gibt Potenzreihen, die nur bei z= 0 konvergieren. Dahin gehért 
die Reihe Sn. 


Denn es ist ja lim//n"= co. Der Konvergenzradius ist also Null. Fiir 
a> xo 

nz" dagegen ist der Konvergenzradius Eins. Denn aus dem Reellen ist 

bekannt, da diese Reihe, welche die Funktion a darstellt, nur fiir 


alle 2 zwischen —1 und +1 konvergiert. Daher ist der Konvergenzkreis 
der Hinheitskreis, nach den oben unter 1. festgestellten Eigenschaften der 


Potenzreihen. Denn um zu sehen, daf sie fiir ein gegebenes ¢ vom Betrag 


kleiner als Eins konvergiert, nehme man ein reelles zg von einem etwas 
groBeren Betrag, der aber auch noch kleiner als Eins sei. Fiir dies 
reelle z haben wir Konvergenz. Also auch fiir das zu untersuchende kom- 
plexe z vom Betrag kleiner als Eins. Konvergierte aber weiter die 


* . ua ear : 
1) Es sei also zunichst lim sup V| an | von Null und Unendlich verschieden. 
no ‘ 
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Reihe fiir irgendein komplexes z_yon einem Betrag gréBer als Kins, so 
miiBte sie auch fiir reelle zg von einem Betrag gréBer als Hins konver- 
gieren, was nicht der Fall ist. Ebenso steht es bei der Reihe- SS, auch 
n 
ihr Konvergenzkreis ist der Einheitskreis. Dagegen konvergiert die Reihe 
ies 
—gn 
ni 
tiberall in der ganzen Ebene; ihr Konvergenzradius ist also unendlich. 
Denn es ist 


lim —— = 
r-> Oo V n? 
nr 
: . . & 
Ebenso konvergiert die Reihe xii 


in der ganzen Ebene. Es ist ja im Reellen die Reihe der Funktion e’. 
Und zur Erklarung dieser Funktion im Komplexen werden wir sie bald 
verwenden. Da sie aber im Reellen iiberall konvergiert, mu dies nach der 
schon vorhin verwendeten SchluBweise auch im Komplexen der Fall sein. 
Daher ist also i 
tiny. |/7 2p. 


n>o n! 


Also konvergiert auch die Reihe Sn! 2” 
nur bei z= 0. Die im Reellen fiir cosz und sing auftretenden Reihen 
konyergieren natiirlich auch in der ganzen komplexen Ebene. 

Kin Leser, welcher nun noch ein Beispiel dafiir vermi®t, daB der Kon- 
vergenzradius den beliebigen endlichen Wert @ annehmen kann, sei auf 
folgende allgemeine Uberlegung verwiesen. Macht man in einer Potenzreihe 


. . . . &é ss ° 
vom Konvergenzradius r die Substitution z Am so erhailt man eine nach 
Potenzen von Z fortschreitende ROMaZTee deren Konvergenzradius ro 


ist. Denn aus dem Glied a,2” wird ae Also wird 


lim sup Vin! =— 


To 


Also hat namentlich die Reihe aoe 2”. 
e 


den Konvergenzradius 9 

Dem Leser ist noch ein anderes Cauchysches Konvergenzkriterium 
bekannt, welches an den Quotienten zweier aufeinanderfolgender Glieder 
ankniipft. Hieran lassen sich indessen keine allgemeinen Betrachtungen 
iiber den Konvergenzradius ankniipfen, wie der Leser schon einsehen wird, 


--wenn er nur an eine Reihe wie die fiir sin z denkt, wo ja ein tiber der 


andere Koeffizient verschwindet, der Quotient also abwechselnd null und 
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iL 
unendlich wird. Allerdings kann man beweisen, da aus fe fos 
n->o n 


auch lim VJ a, | |a,|= A folgt, aber nur in seltenen Fallen wird jener Limes 


existieren, immerhin liegen der lim sup und der lim inf von V| an | d,| stets 
at 


= A 


zwischen lim sup und lim inf von 


Die im Reellen bekannten Sitze abe Addition und Multiplikation zweier Rei- 
hen lassen sich ohne weiteres ins Komplexe tibertragen. Hin Leser, welcher dies 
nicht sofort tibersieht, sei auf die Darstellung verwiesen, welche ich fiirs Reelle 
in meinem Leitfaden der Differentialrechnung gegeben habe. Beim Durchlesen 
wird er merken, daB die Beweise und die Sitze sich leicht ins Komplexe tiber- 
tragen lassen. Die nahere Durchfthrung ist eine niitzliche Aufgabe fiir den Leser. 

Hiermit ist man nun also etwa in der Lage, zu erkennen, da8 auch fiir ein 

1 “ee 
(5 Ee “i ee 
ist. Das sieht man wie im Reellen, wenn man die Reihe mit z multi- 
pliziert und von der eben aufgeschriebenen abzieht. Multipliziert man | 
weiter die Reihe mit sich selbst, so sieht man, daB auch fiir Komplexe 2 
vom Betrage kleiner als Hins 


ye 1+ 22 + 82 feet (m+1)e"+-- 


komplexes z von einem Betrage kleiner als Hins 


ist. Die fa as anderer Funktionen durch Potenzreihen laéBt sich nun 
allerdings nicht mehr mit derselben Hinfachheit ins Komplexe tibertragen. 
Denn meistens sind die Funktionen im Komplexen noch gar nicht erklirt, oder 
aber es versagen die im Reellen aus der Taylorschen Formel flieBenden Be- 
weise. Diese Fragen werden uns noch sehr eingehend spiter beschiftigen. 

Genau wie im Reellen beweist man auch, daB jede absolut konvergente 
Reihe unbedingt konvergiert, da& man also ihre Glieder beliebig umordnen 
kann, ohne an Konyergenz oder Summe etwas zu dndern. Umgekehrt 
konvergiert auch jede unbedingt konvergente Reihe absolut. 

Was aber die Resultate iiber bedingt konvergente reelle Reihen und 
die durch Umstellen der Reihenglieder erreichbaren Anderungen der Summe 
betrifft, so liegen hier die Verhiltnisse schwieriger. Erst Steinitz hat hier 
Klarheit geschaffen. Er hat in einer groBen Arbeit im 148. Bande des 
Crelleschen Journals 1913 gezeigt, daB bei einer konvergenten Reihe kom- 
plexer Glieder stets einer der drei folgenden Fille eintritt: Die durch Um- 
stellen der Reihenglieder erreichbaren Summen machen entweder einen 
einzigen Punkt aus, oder sie erfiillen liickenlos eine Gerade oder sie er- 
fiillen ltickenlos die ganze Ebene. Der dritte Fall tritt also im Komplexen 
neu hinzu. So einfach und schén dies Ergebnis klingt, so schén ist 
der Beweis. Wir beschrénken uns aber hier auf die bloBe Erwahnung. 
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Dritter Abschnitt. 
Funktionen einer komplexen Verinderlichen. 
§ 1. Der Bereichbegriff. 


Unter einem Bereich oder einem Gebiet') verstehen wir eine Punkt- 
menge in der komplexen Ebene von folgender Art: 1. Um jeden Pumkt der 
Menge gibt es einen Kreis, welcher nur Punkte der Menge enthilt. 2. Irgend 
zwei Punkte der Menge lassen sich durch einen aus endlich vielen gradlinigen 
Stiicken bestehenden Linienzug miteinander 
verbinden, und zwar so, daB die simtlichen 
Punkte dieses Polygonzuges der Menge an- 
gehéren. Im Sinne der ersten Bedingung 
liegt es, da® z. B..ein Kreisbereich nur aus ‘ 
den inneren Punkten des Kreises besteht, x 


wihrend Peripheriepunkte nicht zum Bereich 
hinzugerechnet werden. Die zweite For- 
derung besagt, daf der Bereich aus einem ) 


Stiick besteht. (Fig. 7.) ey 

Die Vorstellung des Randpunktes wird so begrifflich gefaSt: Kin Punkt 
heiBt Randpunkt eines Bereiches, wenn er Héiufungspunkt von Punkten des 
Bereiches ist, ohne doch selbst dem Bereich anzugehoren, d.h. ohne daB man 
um ihn einen Kreis schlagen kann, welcher nur Punkte des Bereiches ent- 
halt. Jedem um den Randpunkt geschlagenen Kreis gehdren also auch 
Punkte an, welche nicht zum Bereich gehéren. Nimmt man zu einem 
Bereich die Randpunkte hinzu, so erhdlt man eine neue Punktmenge, 
welche man als abgeschlossenen Bereich”) bezeichnen kann. 

Ein Bereich heibt endlich oder im Endlichen gelegen, wenn es einen 
Kreis gibt, der den Bereich umschlieBt, Jedem endlichen Bereich kann 
durch folgende Betrachtung eine endliche von Null verschiedene positive 
Zahl zugeordnet werden, welche sein Durchmesser heiBt. Ich fasse irgend 
zwei Punkte des Bereiches ins Auge und bestimme ihren Abstand. Jedes 
Punktepaar besitzt so einen Abstand, der nicht gréBer sein kann als der 
Durchmesser eines um den Bereich geschlagenen Kreises. Diese Abstinde 


1) Wir wollen also beide Worter im gleichen Sinne verwenden, obwohl man 
manchmal das Wort Gebiet fiir das verwendet, was wir hernach abgeschlossenen Be- 
reich nennen werden, 

2) Eine Menge von Punkten heiBt ja abgeschlossen, wenn sie ibre Hiufungspunkte 
enthilt. Die Menge der Randpunkte eines endlichen Bereiches ist also z. B. eine ab- 
-geschlossene Menge. Ebenso ist die aus-den Bereichpunkten und den Randpunkten 
bestehende Menge abgeschlossen. ; 
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besitzen also eine obere Grenze.') Diese obere Grenze heiBt Durch- 
messer des Bereiches.2) Es gibt kein Punktepaar im Bereich, dessen Ab- 
stand dieser oberen Grenze gleich ware, oder mit anderen Worten, man 
darf den Durchmesser nicht als Maximum der Abstiinde erklaren, denn 
ein solches Maximum existiert nicht, weil der Bereich keine abgeschlossene 
Menge ist. Man kann aber den Bereich durch Hinzunahme der Rand- 
punkte abschlieBen und dann das Maximum der Abstinde bestimmen, 
Das fihrt zur gleichen Zahl, weil ja doch in beliebiger Nahe eines jeden 
Randpunktes Bereichpunkte liegen, denn es sind ja 
zam Bereich nur Randpunkte hinzugekommen. Das 
Punktepaar aber, fiir das das Maximum der Abstiinde 
erreicht wird, liegt am Rande des Gebietes. Denn 
wiren etwa P und @ die beiden Punkte, fiir welche 
das Maximum eintritt, und lige etwa P im Inneren, 
nicht am Rande, so_ gabe es einen Kreis von 
Bereichpunkten um P, und man sieht klar, daB z. B. der Abstand P’Q 
gréBer ware als der als Maximum angenommene Abstand P@ (Fig. 8). 

Aufgabe: Es sei eine Folge ineinanderliegender Bereiche mit gegen 
Null konvergierendem Durchmesser gegeben. Es gibt einen einzigen Punkt, 
der dem Inneren oder dem Rand aller dieser Bereiche angehGrt. 


Fig. 8. 


§ 2. Stetige Funktionen. 

Die komplexe Vertnderliche w (w =u + iv) heii eme Funktion f (z) der 
komplexen Verdnderlichen 2 (¢ = 2+ iy), wenn gegebenen Werten von z 
Werte von w zugeordnet sind. Uns interessiert namentlich der Fall, wo 
die gegebenen Werte von z einen Bereich — den Definitionsbereich der 
Funktion — erfiillen. Die Funktion w= f(z) ist dann also in einem Be- 
reich erklart. 

Wir schreiben (wie im Reellen) 


lim f (2) = A, 


wenn zu jedem positiven ¢ ein 0 («) gehért derart, daB 

| f (4) —A|<e ist, sobald | z—a|<0(e) und z +a. 
Sobald also z einem Kreise vom Radius 0 (s) um a@ angehért und von a 
verschieden ist, gehért der Funktionswert w =f (#) einem Kreise vom 


1) Die Menge der Abstinde ist beschrankt (jeder Abstand ist kleiner als der Kreis- 
durchmesser). Jede beschrankte Menge besitzt aber eine obere Grenze (vgl. meinen 
Leitfaden der Differentialrechnung S. 56/57). 

2) Ebenso wird der Begriff ,,Durchmesser“ fiir eine beliebige Punktmenge erklirt. 
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Radius -¢ um w= A an. Ist gleichzeitig auch noch A =f (a), gilt also 
die Beziehung lim f (2) = f (a), 
z>a 


so heiBt die Funktion stetig bei z= a. Sie heiBt in einem Bereiche stetig, 
wenn sie an jeder Stelle des Bereiches stetig ist. Das sind alles so un- 
mittelbare Ubertragungen aus dem reellen Gebiet, daB es nicht ndtig ist, 
langer dabei zu verweilen. Ebenso erwahnen wir nur kurz, daB Summe, 
Produkt und Quotient stetiger Funktionen wieder stetig sind an allen 
Stellen, wo der Nenner nicht verschwindet. 

Alle Funktionen der komplexen Verinderlichen z lassen sich als 
Funktionen der beiden reellen Verinderlichen x und y (¢= 2 -+ iy) auf- 
fassen. Nimmt f (¢) dazu noch nur reelle Werte an, so liegt eine reelle 
Funktion der beiden reellen Veranderlichen vor. Uber sie mége man sich 
z. B. in meinem Leitfaden der Differentialrechnung naher orientieren. Hier 
kommen nun aber noch die Funktionen hinzu, welche auch komplexe 
Werte annehmen kénnen. Gerade sie werden uns in diesem Buche vor- - 
nehmlich beschiaftigen. Insonderheit wird es eine besondere Art derartiger 
Funktionen sein, der wir unsere Aufmerksamkeit schenken werden, nimlich 
die differenzierbaren Funktionen. 

Hier fiigen wir noch ein Wort iiber zwei reelle Funktionen von ¢ an, 
die fiir unsere Zwecke als Hilfsmittel von Wichtigkeit sind’) Das sind 


die Funktionen w=|2|\=4+y72-2=4+/7P4+¥ 
und w = arg z = arctg z. 


Die erste ist eindeutig, weil jede Zahl nur einen absoluten Betrag besitzt, 
die zweite unendlich vieldeutig, weil jeder Vektor z unendlich viele ver- 
schiedene Richtungswinkel besitzt, die sich voneinander um Vielfache von 
2 unterscheiden. Beide Funktionen sind stetig, die erste durchweg, die 
zweite an allen Stellen auBer bei z=0. Denn bei Anniherung an z= 0 
besitzt arg z keinen Grenzwert. Wohl aber existiert ein Grenzwert, wenn 
sich z in einer wohlbestimmten Richtung dem Punkte 2 =0 nahert. Der 
Grenzwert wechselt aber mit dieser Richtung und ist jeweils ihrem Argu- 
ment gleich. Wenn man ¢ einen Kreis mit dem Mittelpunkt 2 = 0 durch- 
laufen lé£t, so nimmt bei einmaligem vollen Umlauf im positiven Sinn 
arg z um 22 zu, bei m-maliger Durchlaufung um »-22%, Durehlauft 
. aber z einen Kreis, welcher z= 0 ausschlieBt und auch die Unstetigkeits- 

stelle z=0 nicht trifft, so kehrt bei Vollendung des Umlaufs arg ¢ zum 
_Ausgangswert zuriick. Denn im Ausgangspunkt kann arg z nach dem Um- 
- jauf nur einen Wert erreichen, der mit dem Ausgangswert bis auf ein 


1) Auch & (z), $ (2), 7 sind stetige Funktionen von z. 
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Vielfaches von 2 2 tibereinstimmt. Da aber nun der Vektor 2 immer 
in dem Winkelraum bleibt, welchen die beiden von ¢=0 an den Kreis 
gezogenen Tangenten einschlieBen, so kann arg¢ keinen Wert erreichen, 
der vom Ausgangswert um mehr als den Winkel der beiden Tangenten 
abwiche. Der ist aber sogar kleiner als 2. Bei Durchlaufung eines 
derartigen Kreises komme ich also stets zur alten Bestimmung des 
arg ¢ zuriick, wahrend man bei Durchlaufung des ersten Kreises um 
z=0 von einer Bestimmung des arg ¢ zu jeder anderen gelangen kann. 
Man kann sich von diesen Dingen eine klare Vorstellung machen, wenn 
man sich die Flache w=argz in drei rechtwinkligen Raumkoordinaten 
w, x, y vorstellt. Es wird eine Schraubenflache mit der Ganghéhe 2 z, 
die sich um die w-Achse herumschlingt. Nur bei Umlaufung dieser 
Achse, also von 2=0, gelangt man aus einem Stockwerk der Flache in 
eln anderes. 

Bei Funktionen einer reellen Verainderlichen bemerkt man bald, daB mit w 
als Funktion von % auch z als Funktion von w erklirt ist. Man kommt so 
zum Begriff der Umkehrungsfunktion. Sie kann eindeutig oder mehr- 
deutig sein. Doch kennt man den schénen Satz, daB monotone Funktionen 
eindeutige, gleichfalls monotone Umkehrungsfunktionen besitzen. Im Kom- 
plexen liegt die Sache im allgemeinen wesentlich anders. Unsere reellen 
Funktionen komplexen Argumentes nehmen langs ganzen Kurven den- 
selben Wert an, z. B. | z2| lings Kreisen, arg z lings Geraden durch z = 0. 
Betrachtet man also die Umkehrungsfunktion, so gehdren im allgemeinen 
zu jedem Wert von w unendlich viele Werte von z, die eine ganze Kurve 
erfiillen. Diese etwas unliebsame Erscheinung wird bei der Funktions- 
klasse, welcher dies Buch gewidmet ist, den differenzierbaren Funktionen, 
nicht vorkommen. Uberhaupt werden wir erkennen, daf die Differenzier- 
barkeit allein viel tiefer in das Wesen einer Funktion eingreift, als wir 
das vom Reellen her erwarten méchten. 


§ 3. Reihen vou Funktionen. 

Hs ist bekannt, daB eine in einem Intervall durchweg konvergente Reihe 
stetiger Funktionen nicht immer eine stetige Summe besitzt. In meinem 
Leitfaden der Integralrechnung z. B. sind derartige Beispiele im Gebiete 
der Funktionen einer reellen Verinderlichen betrachtet. Es sei z. B. im « 
Intervalle 0<2<1 die n-te Teilsumme 


S,(2) = x", 


ice} 


die Reihe also tn (2) mit (xv) = a — gr, 


0 
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Dann ist lim s,(z) = 0, falls O0<a<1 
n> 3 

und lim s,(7) = 1, falls « = 1. 
rn>o 


Die Reihe konvergiert also iiberall, die Glieder sind ‘tetige Funktionen, 
die Summe aber ist unstetig bei x=1. Im Gebiete einer komplexen 
Variablen kann man leicht ahnliche Beispiele bilden. So sei z. B. fir 
0<|2|<1 die n-te Teilsumme s,(¢)=|2|". Dann gilt die gleiche 
SchluBweise wie bei s,(v)= a”. Aber auch dies Beispiel selbst ist ja zu- 
gleich auch eines im komplexen Gebiet; denn es ist ja x= R(¢) eine 
_stetige Funktion der komplexen Variablen z, also s, (2) ={%#(z)}". Auch wenn 
S, (2) eine nicht reelle Funktion der komplexen Variablen z ist, lassen sich analoge 
Beispiele bilden. Dahin gehrt schon s, (2) = 2”. Denn fiir | z| <1 ist lim” = 0. 


Fiir z= 1 aber ist s,(1)= 1. Fiir andere Werte von ¢ auf dem Bisheiies 
kreis existiert kein Grenzwert. Aber es reicht schon aus, daB die Reihe in 
der aus den Punkten |z|<1 und z=1 bestehenden Konvergenzmenge 
keine stetige Summe hat. 

Somit leuchtet ein, daB noch besondere Bedingungen erfiillt sein mtissen, 
wenn die Summe einer konvergenten Reihe stetiger Funktionen selbst eine 
stetige Funktion sein soll. Das wichtigste, fast stets ausreichende Kenn- 
zeichen enthilt der nun folgende Satz: 

Hine gleichmapig konvergente Reihe stetiger Funktionen besitat eine stetige 
Summe. aye : 

Dabei jreiBt die Reihe (2) +--+ + um(Z)+-:: 
in der Punktmenge B gleichmdfig konvergent, wenn sie an allen Stellen des- 
selben konvergiert und wenn auferdem zu jedem vorgegebenen «¢ >0 eine 
von 2 unabhingige Zahl N(e) existiert, so daB 


|s (2) — Ss, (2)| << ist fiir m > N(e) und beliebige z. 


Dabei bedeutet wieder s, (2) die n-te Teilsumme, s(z) die Summe der Reihe. 
Diese Bedingung besagt also, daB fiir alle Stellen der Menge eine be- 
stimmte Gliederzahl N(«) ausreicht, um die Summe der Reihe bis auf 
einen Maximalfehler ¢ zu approximieren. Dabei ist natiirlich nicht aus- 
geschlossen, daB man an einzelnen Stellen schon mit einer geringeren 
Gliederzahl auskommt, jedenfalls aber braucht man an keiner Stelle mehr 
als N(e) Glieder. Das ist das Wesentliche an der Begriffsbildung. 

Diese Bedingung war z.B. bei den obigen Beispielen von Reihen mit 
nicht stetiger Summe nicht erfiillt. Denn nehmen wir als Punktmenge die 
aus |z|<1 und z=1 bestehende und als s,(z) wieder 2” und betrachten 
namentlich auf der positiven reellen Achse den Verlauf der Anndherungen. 
Je naher nun der Punkt ¢ an der Stelle 1 liegt, eine um s0 grdBere 


\ 


96 III. Funktionen einer komplexen Verdnderlichen 


Potenz » hat man nétig, um 2” unter ¢ herunterzubringen. Also reicht 
sicher nicht mehr dasselbe » aus, um fir alle |z|<1 das 2” unter ¢ 
herunterzubringen. Also ist die Konvergenz nicht gleichmifig. Ist sie 
dies aber, so gilt unser oben aufgestellter Satz, wonach die Reihensumme 


auch stetig ist. L 
Seien nimlich ¢,+h und 4 zwei beliebige Stellen aus der Menge 


gleichmaBiger Konvergenz, und sei V (= 5) = WN eine Gliederzahl, welche 

ausreicht, um tiberall die Reihensumme bis auf den Maximalfehler ; zu appro- 

ximieren, Dann haben wir fiir n > N 

|s(Z +h) — s(Z)| =|8@+h)—sw(%o+h) + Sx(2o+h)— Sa(Z) + Sx(%)—8(4)| 
<|8(Zp+h)—Su(% +h)|+ |Sw(Zo+h)— sy (Zo)|+|Sw(o)—$(40) | 
< = +/sy(é +h) — sw(%)|+ 5 

Nun ist aber die endliche, aus einer bestimmten Zahl N G) von Gliedern 

bestehende Summe Sy eine stetige Funktion; also kann man eine Funktion 

O(€) so bestimmen, daB 

) | sw (Zo+h) — sw(%)| <= wird fiir |h| < 5 (5). 
Also wird nun tatsichlich 
- Is o+ h) — 8 (%)|<« fir |h| <0(5). 


Die Reihensumme ist also an der Stelle z, stetig, wie wir beweisen wollten. 
Anwendung auf Potenzreihen. Unter allen Reihenarten spielen in 
der Funktionentheorie die Potenzreihen die wichtigste Rolle. Fir sie gilt 
der Satz: In jedem mit ihrem Konvergenzkreis konzentrischen Kreis von 
kleinerem Radius konvergiert die Potenzrethe La, 2” gleichmdfig. 

Bevor wir den Satz beweisen, bemerken wir, daB man ganz und gar 
nicht behaupten -darf, daB die Potenzreihe in ihrem ganzen Konvergenzkreis 
gleichméBig konvergiert. Daf dies ein verhingnisvoller Irrtum wire, zeigt 
schon die geometrische Reihe. Man kann nimlich sicher nicht mit einer 
festen Gliederzahl N(«) auskommen, um fiir alle |z|<1 die Reihensumme 


1 
1—z 


Pap 


bis auf ¢ zu approximieren. Denn die Teilsumme - 
14 ge eg h® 
nat einen Betrag, der N(e)-+ 1 nicht tibertrifft, fiir alle |z|<1. Die 
Reihensumme selbst aber nimmt in hinreichender Nahe von z= 1 Werte 
an, die N(s) um so viel tibertreffen, als man nur irgend wiinscht. 
Um so bemerkenswerter ist es, daB der vorhin angegebene Satz richtig 
ist. Sei naémlich R der Konvergenzradius der Reihe, r aber der Radius 


ey es a in 


Me Sia 
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desjenigen kleineren Kreises, fiir den wir die gleichmaBige Konvergenz 
nachweisen wollen. Dann wihle ich irgendeine Stelle z, im Inneren des 
von den beiden Kreisen gebildeten Ringes (Fig. 9). = 

Nun wird in ahi 2” das n-te Glied ass 


=|" sobald |z| <r. se 


| @,2"| =| anay| | S| tn 23 


Bezeichnen wir nun mit 3f,(z) die n-te Teilsumme 
der Potenzreihe ‘8 (z), so wird 


BO-BO| <a, 
n—+1 
Wegen der Konvergenz von $8(z,) gibt es nun 
aber eine Zahl M, so daB fiir alle n stets 
la, 2¢|<M 
wird. Also wird nun 


|B () — 


n+1 1 
tie 


n Y 


% 


Daher kann man jetzt zu gegebenem « eine Nummer N(e) so bestimmen, 
daB fiir > N(e) dieser Ausdruck kleiner als ¢ wird. Da also diese 
Gliederzah] N(e) fiir alle |z|<yr ausreicht, um die Reihensumme $ (z) bis 
auf € zu approximieren, so ist damit die gleichmaBige Konvergenz der 
Reihe erkannt. 

Hieraus folgt nun, daB Potenzreihen Funktionen darstellen, welche an 
jeder Stelle im Inneren des Konvergenzkreises stetig sind. Denn man kann 
stets einen konzentrischen Kreis von kleinerem Radius als der Konvergenz- 
kreis angeben, welcher eine solche gegebene Stelle enthalt. 

Dies Resultat tiber die Stetigkeit der Potenzreihen im Inneren des 
Konvergenzkreises la4Bt sich auf diejenigen Stellen am Rande desselben 
iibertragen, an welchen die Reihe noch konvergiert. Dies geschieht durch 
den Abelschen Grenzwertsatz. Er lautet: 


Wenn die Potenzreihe (2) = > An, 2” 
0 


in dem Punkte 2, auf der Konvergenzgrenze konvergiert, so stellt sie eime 
Funktion dar, welche in jedem abgeschlossenen Dreieck stetig ist, dessen drer 
Ecken von diesem Punkte z, und zwei weiteren im Inneren des Konvergenz- 
kreises gelegenen Punkten gebildet werden. (Mit Stetigkeit im abgeschlossenen 


 Dreieck ist gemeint, daB die Funktion im Inneren und auf dem Rande des 
- Dreiecks stetig ist, und zwar so, dab Se % (z) = P (a) ist, wenn z und a 


>a 
nur Punkte aus dem Dreieck oder auf seiner Grenze bedeuten.) 
Bieberbach, Funktionentheorie I 3 
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Zum Beweise setze ich z= 2,£ in die Reihe ein. Dadurch entsteht aus 
der Potenzreihe §8(z) eine Potenzreihe 8, (¢). Ihr Konvergenzkreis ist der 
Einheitskreis. Denn damit |z|< || werde, muB |€|<1 sein*) Dem 
Punkte =, entspricht der Punkt ¢=1. In ihm konvergiert also die 


neue Reihe. Dem Dreieck der Fig. 10 entspricht das Dreieck der Fig. 11. 
Hs entsteht aus dem 


POS. Dreieck der Fig. 10 
dadurch, da% man 
die ganze Figur um 
den kK reismittelpunkt 
so lange drelit, bis 2, 
auf die reelle Achse 
gelangt ist, und dann 
noch. so lange ahn- 
lich vergréBert bzw. 
verkleinert, bis der 


Punkt 4 nach 1 gelangt ist. Denn es ist ja ga und arg €= 


Fig. 10. 


arg 2—arg 2. Hs geniigt also fiir den Beweis des Abelschen Grenzwert- 
satzes, anzunehmen, dafi der Konvergenzkreis der Potenzreihe der Hinheits- 
kreis sei und da sie im Punkte Hins konvergiere. Wir diirfen aber weiter 
noch annehmen, daB das Dreieck symmetrisch zur reellen Achse liegt. 
Denn das Dreieck der Fig. 11 kann stets in ein solches eingebettet werden?) 
(Fig. 12). Wir dirfen weiter annehmer, dag $(1)=0 sei. Denn wire 

dies nicht schon der Fall, so betrachten wir 
einfach statt $8(z) die Reihe %3(z)—‘B (1), die 
sich von der gegebenen nur im konstanten Glied 
unterscheidet. Beide Funktionen sind gleich- 
zeitig stetig. Hs ist aber fiir den Beweisgang 
etwas bequemer, anzunehmen, daB $(1)=0 
sei. Nun kommen wir zum eigentlichen Be- 
weis. Um ihn zu erbringen, multipliziere ich 
die Reihe mit 


1 
r—7% 


Fig. 12. 


s=itetet... 
Das kann ich dadurch bewerkstelligen, daB ich nach den Regeln der 


1) Vgl. auch §. 45. 

2) Wir nehmen also an, daB die Ecken des Dreieckes in nicht zu weiter Entfernung 
von #=1 liegen. Wegen der im Inneren des Konvergenzkreises schon bewiesenen~ 
Stetigkeit von §(z) ist dies fiir den Beweis unseres Satzes durchaus ausreichend, 
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Reihenmultiplikation mit der geo metrischen Reihe Xz” multipliziere. So 
erhalt man 


ee Oe 5 An 2" = L8y 2", WO Sy= Ay + Ay + +++ + ay, 


Also ist $(z) = (1 — 2) 2's, 2". Der Konvergenzkreis der neuen Reihe ist 
immer noch der Hinheitskreis. Denn in seinem Inneren konvergieren $f (¢) 
und die geometrische Reihe absolut. Also ist der Konvergenzkreis minde- 
stens so grof wie der KHinheitskreis. Kr kann aber auch nicht gréfer 
sein, denn da ja auch 1 —z eine (abbrechende) Potenzreihe (mit unendlich 
groBem Konvergenzkreis) ist, so miifte dann 
(es3) a, Si a= Bo (2), 5 

also die urspriingliche Reihe, auch einen gréBeren Konvergenzkreis haben. 
Ich fiihre nun eine Hilfsnummer m ein und zerlege mit ihr die Reihe 
in zwei Teile, indem ich 


(1—2) ns, 2"= (1 —2) Sn2”+ (1 — 2) Sn 
3 S 3 
schreibe. Ich wihle diese Finnie so groB, daB fir n>m stets 


| Sn | << bleibt. Das geht an, denn die Summe der Reihenkoeffizienten, 


also der Grenzwert der s, ist ja dem Wert $8(1) gleich und verschwindet 
also. Dann finde ich 
5 aoe eo ann 


| B@)|<i1—<| 

Es kommt nun nur darauf an zu zeigen, a ae 
der in Fig. 12 angedeutete Kreissektor, dessen 
Scheitel bei 1 liegt, so klein wihlen lit, daB 
in ihm |$(z)|<e wird. Denn in den anderen 
von 1 verschiedenen Punkten des Dreieckes ist 
ja die Stetigkeit der Reihensumme schon durch 
den vorigen Satz erwiesen. 

Zunachst springt unmittelbar in die Augen, 
daB man den Kreissektor so klein wihlen kann, 


da®B auf dem ihm angehdrigen Stiick der posi- Cain 
tiven reellen Achse die gewiinschte Abschatzung rent 
gilt. Denn hier ist ja z= ||. Also wird da ray =1 und es ist 


a\™+t<1. Ferner liegt fiir |z|<1 die Summe 
Sor] 
0 
unterhalb einer festen Grenze MV. Denn sie besteht aus einer von 2 un- 


| abheniigen Zahl von Gliedern. Daher kann man den Radius des Sektors 
3° 
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und damit 1—|z| so klein wihlen, da8 im ganzen Sektor, also auch auf 
dem ihm angehérigen Stiick der reellen Achse 
pong 
a Sn 2 
wird. Also ist nun tatsachlich bei Anniiherung langs der reellen Achse 
lim ¥ (z) = 0. 
z>1 

Um aber das gleiche auch fiir beliebige Anniherung im Dreieck ein- 
zusehen, muB nun auch fiir die anderen Punkte des hinreichend klein 
gewahlten Sektors der Quotient | x ne abgeschitzt werden. Das gelingt 
auf Grund des Sekantensatzes ae Planimetrie ohne weiteres. - Ich be- 


é 
beeZ <2 


liebig gewihlter Kreis_um 0 von dem 
Dreieck abschneidet. Dieser Kreis unter- 
liegt also nur der Bedingung, da er die 
beiden von 1 ausgehenden Dreieckseiten 
schneidet. In Fig. 13 ist der Zipfel schraf- 
fiert. Alsdann sei 2 ein beliebiger Punkt 
des Zipfels. Ich lege durch ihn den Kreis 
mit z= 0 als Mittelpunkt (Fig. 14). Ferner 
lege ich durch zg und 1 eine Gerade und 
ziehe noch die reelle Achse heran. Die 
vier Schnittpunkte dieser beiden Geraden mit dem Kreis durch ¢ seien 
A, B, C, D. Dann ist nach dem Sekantensatz 


OA-OB= OC. OD. 


O(2=1) 


Fig. 14. 


Nun ist aber OA=|1—2| und OC=1—|2\|, 
; on j1—2z|_ 
Also wird fs OF 
Man liest aber aus der Fig. 14 ab, daB weiter 
OD» sO F- 
OB <0 


Bezeichnet man diese von z unabhangige Zahl mit «, so ist also fiir alle 


| 1 


@ des Zipfels Te gh «. Von hier an schlieBt man dann ganz wie oben 


weiter, da8 in einem geniigend kleinen Sektor mit Mittelpunkt 1 tatsach- 
lich | $(2)|<  wird.') 


1) Wie man sieht, enthilt der Abelsche Grenzwertsatz eine Aussage tiber das 
Verhalten der Potenzreihen an der Konvergenzgrenze. Damit haben wir ein Gebiet 
angeschnitten, das in der modernen Forschung einen hervorragenden Platz einnimmt, 
Der zweite Band wird sich auch mit solchen Fragen ausfihrlich zu beschaftigen haben. 


schranke z auf den Zipfel, den ein be- - 


4 
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Wir schlieBen diesen Paragraphen mit einigen Beispielen zwm Abelschen 
Grenzwertsatz. Fiir reelle |z|<1 gilt die Darstellung: 


log (1 +2)ae—Z 4... 


Diese Reihe konvergiert aber auch noch bei z= 1. Nun ist aber ° 


lim log (1 + 2) = log 2. 
z->1 : 


Daher wird log 2=1—5+5—-4+-- 


- Ebenso findet man aus der Potenzreihe 


arctg g= 2 —L 424 nee, 
ea 
daB f=1—f+ 5-4... 


Diese Beispiele lieBen sich beliebig vermehren. 

Ich ziehe es vor, noch eine mehr theoretische Anwendung auf 
die Reihenlehre anzugeben. Es handelt sich um eine Verallgemeinerung 
“des oben (S. 20) erwihnten Cauchyschen Satzes_ itiber Reihenmultiplika- 


tion. Danach war fiir zwei absolut konvergente Reihon > Un und >. 


ary" Un ° ye > Wr, WO Wy = UoUn + U1 Un—1t +++ + Un—101 + Uno. 


Nun zeigt sich aber, daB stets 


in gn = Sn 


ist, wofern nur die drei ler vorkommenden Reihen konvergieren. Das ergibt 
sich so: Wenn diese drei Reihen konvergieren, so konvergieren die drei 
Potenzreihen 2u,z2", Dv,2", Dw,2" fiir | z|< 1 absolut nach S.17, denn 
sie konvergieren ja bei z=1. Daher kann man fiir |z|<1 auf das 
Produkt Yw,z”-Xv,z" den Cauchyschen Multiplikationssatz anwenden. Man 
findet so Xw,z”. Nun wenden wir den Abelschen Grenzwertsatz an und 
gehen zur Grenze z—~>1 iiber. Dann wird 
Sw, = lim Sw,2"= oe > Une Fim Doge Su Sin 
z>1 

Also ist tatsachlich Duyz+ LV, = e w,, wenn nur alle drei Reihen konvergieren. 
Aufgabe: I. Man beweise folgenden Satz: In $(z) = a, + 4,4 +--- seien 
die Koeffizienten positiv und 2a, sei divergent, dann gilt 1. bei radialer 
-Anniherung lim % (2) = oo. Der Satz gilt auch unter der allgemeineren Voraus- 


z>1 
setzung, daf die Reihe Ya, nur eigentlich divergent ist, d. h, daB diese 


~ 
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Reihe nicht oszilliert. Daraus folgt 2.: Wenn die a,>0 sind und wenn 
ee B (2) = 0 gilt bei radialer Anndherung 2 —> 1, 80 ist ay G+ Gg +++: =); 


Il. ihe geringe Anderung des Beweisganges lehrt auch die gleichmaBige 
Konvergenz von 8(z) in dem Dreieck des Grenzwertsatzes. Bei der Durch- 
fiihrung modge-der Leser beachten, daB sich die Partialsummen von (2) 
nicht nur durch den Faktor (1— 4) von den Partialsummen von 2's,2" 
unterscheiden. 


§ 4. Differenzierbare Funktionen. 


Unter genauer Ubertragung der im Reellen tiblichen Erklirung nennen 
wir eine eindeutige Funktion f(z) an der Stelle 2, differenzerbar, wenn 
der Grenzwert lim (es eS 

h>oO 


existiert. Er heiBt dann Differentialquotient und wird mit tf oder /'(2) 
bezeichnet, 


Der Umstand, da8 diese Erklirung mit der im Reellen tiblichen vollig ~ 


gleichlautend ist, bringt es mit sich, da sich eine Reihe von Differentia- 
tionsregeln aus dem reellen Gebiete ohne weiteres tibertragen lassen. Da- 
hin gehdren die Regeln iiber die Ableitung einer Summe, einer Differenz, 
eines Produktes, eines Quotienten. So sind also z. B. die rationalen 
Funktionen differenzierbare Funktionen und es gelten genau die aus dem 
Reellen bekannten Regeln. Mit der Differentiation von trigonometrischen 
Funktionen und dergl. mu8 man allerdings noch yorsichtig sein, denn wir 
haben von der Erklérung dieser Funktionen im komplexen Gebiete noch 


nicht geredet. Sie wird durch Potenzreihen geschehen. Aber die kénnen ~ 


wir noch nicht differenzieren. Wir werden es aber bald lernen. Durch 
die im Reellen iibliche SchluBweise erkennt man auch hier, daB eine an 
der Stelle 2, differenzierbare Funktion daseélbst auch stetig ist. Denn 
wenn der obige Grenzwert existieren soll, so muB notwendig der Zahler 
f(@ +h) —f(%) mit h gegen Null streben, und das cnngt die Stetigkeit 
zum Ausdruck. Aus Pie) 
(A) FA Te ol eee 
mit |4|<eé folgt nimlich — 

| +h) — fF) |= |hF" @o) + nh | <|h|| f'(4)|+ 8 | hI, 
was mit |/| zusammen gegen Null strebt. 

Die Gleichung (A) setzt uns auch instand, dhnlich wie im edie 
die Kettenregel fiir die Differentiation mittelbarer Funktionen zu beweisen. 
Es midge nimlich g(w) in der Umgebung von w=w, eindeutig und 
stetig sein. AuBerdem sei y(w) an der Stelle w, differenzierbar. Ferner 


vw  —  — 
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sel w= f(z) in der Umgebung von ¢= 2, eindeutig und stetig. Hs sei 
auBerdem f(z) bei 2, differenzierbar und es sei f(€) = W. Dann ist 
F(z) = p{f(2)} bei 2 differenzierbar und es ist F'(2) = p' (Wo) f'(Z)- 
Wegen der Differenzierbarkeit von m(w) hat man nimlich 3 


- p(w, + 4w)— 9 (wy) 
re Aw BAU) 
d. h. es ist Pet ae p'(w) + & (Aw), 
wo ee a(d w)=0 gilt. Multipliziert man diese Gleichung mit 4w, so 
wird sie 
(B) (005 + 400) — 9009) = Aw (wy) + Aw: ew) 


und diese Gleichung ist offenbar auch fiir 4w=0 sinnvoll und richtig. 
Nach dieser Vorbereitung betrachten wir den Differenzenquotienten 


Pq + 42)—F) _ 9 lfleo+42)]— olf %)] 


42 Az 
Trigt man f(4o) = %, f(4+ 424) = w+ 4w 
ein, so wird er Ae EAS 


Nach Gleichung (B) kann man hierfiir schreiben 
Aw 4 
2 P (Ms) += s(4w). 
dw 


—-=f'(z) und lim «(4w) = 0 
0 
4w>o0 


Da nun lim aa 
4:z>0 z 


ist, so existiert auch der 
Jim 2 OO) — "(we)" Co) 
2>0 
und damit ist die Kettenregel bewiesen. 

Bemerkung: Ganz ebenso beweist man folgenden Satz: p(w) geniige 
denselben Voraussetzungen wie eben, Ferner sei jetzt w= f(t) eine Funk- 
tion der reellen Variablen ¢, die in der Umgebuug von ¢= 1, eindeutig 
und stetig erklért sei. Ferner sei wy=/f\t,) und es sei f(t) bei t=%, 
differenzierbar. Dann ist auch F(t) = p{f(t)} bei ¢ = 1%, differenzierbar, und 
man hat F"\t,) = o'(w,)f"'(t)- 

Ganz ahnlich beweist man die folgende Ubertragung eines allge- 
meineren Satzes der Differentialrechnung: /(w,, w,) sei fiir |w,—b,|<7, 
| w,—b,|< 1, eine eindeutige stetige Funktion der beiden Verinderlichen 
w, und w,. AufSerdem sollen die partiellen Ableitungen ve und a fiir 


die genannten Werte von w, und w, existieren und stetig sein, Des 
_weiteren seien g,(z) und g,(2) zwei fiir |z—a|<r eindeutige stetige 


. 
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Funktionen, die gleichfalls differenzierbar seien. Weiter sei 9, (a) = Dig 
gy, (a) = b, und es sei |p, (2) —b, |< 11, | 92(@)—%|<% fir |2—al<r. 
Dann ist auch F(z) = f{ 91 (2); 2(2)} 

in |¢—a|<vr eindeutig, stetig und differenzierbar, und es gilt 


PO) =F (G1, 2) 91 + px (H@)s HO) P- 


Der Beweis wird dem Leser an Hand der vorhergehenden Darlegungen 
nach dem Muster des entsprechenden Beweises im reellen Gebiet nicht schwer 
fallen. Die Verallgemeinerung auf mehr als zwei Variable ergibt sich 
ebenso. 

Nun zur Differentiation der Umkehrungsfunktionen. Hier machen wir 
folgende Annahme. w= f(z) soll in der Umgebung von z= 4 eindeutig 
und stetig sein. Es sei f(z) in z differenzierbar. Weiter sei wy = f(4 ). 
Fiir eine gewisse Umgebung von w = ™, besitze die Gleichung 


w = f() 
nur eine Lisung z= p(w), die der Umgebung von 2 angehdért. p(w) sei 
also in der Umgebung von w= w, eine eindeutige und auBerdem stetige 
- Funktion. Dann ist p(w) bei w, differenzierbar und es ist 


2 "(wW,) = an if 


Der Beweis verliuft genau wie im Reellen. Die weitgehenden Voraussetzungen 
muften gemacht werden, weil wir von der EHxistenz der Umkehrungs- 
funktion noch nicht geredet haben, Wir werden aber spiter (S. 190) sehen, 
daB fiir Funktionen, die im der Umgebung von z= 42, differenzierbar sind, 
viele der Voraussetzungen ganz von selbst erfiillt sind. 

Leichter als im Reellen ist es hier, mirgends differenzierbare stetige 
Funktionen anzugeben. Hier wie dort zieht némlich die Stetigkeit die Diffe- 
renzierbarkeit nicht nach sich. Schon die Funktion w = R(z) zeigt dies. Denn 


wenn wir etwa h=h,+ ih, setzen, so wird ta ben 2 = ht. Dieser 


Quotient besitzt aber fiir h —> 0 keinen Grenzwert. pean es gibt beliebig 
kleine Werte |h|, fiir die h,=0O ist, fiir die also der Ausdruck ver- 
schwindet, und es gibt beliebig kleine Werte von |h|, namlich h,=0, 
fiir welche der Ausdruck den Wert Eins annimmt. Nirgends also ist diese 
Funktion differenzierbar. Ebenso ist es bei w= 2+ y.!) Hier wird der 
Differenzenquotient hy hy 

h, + th, 
Dies hat aber fiir h —> 0 keinen Grenzwert, wie man sieht, wenn man 


1) Wie immer, so sei auch hier z=x+iy gesetzt. 
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einmal h,=0 und ein andermal h,=0 setzt. Es kann also eine Funk- 
tion komplexen Argumentes sehr wohl partielle Ableitungen nach x und 
nach y besitzen, ohne nach z differenzierbar zu sein. 

Wir wollen daher die Bedingungen aufsuchen, die fiir Real- und Ima- 
ginarteil bestehen miissen, wenn f(z) differenzierbar sein soll. Ich setze 
dazu w= f(z) = w+ iv, so da also u(x,y) und o(x,y) stetige Funktionen 


bedeuten. Diese Funktionen sind, wie wir zunichst zeigen wollen, mit 
Ou Ou Ov Gv 


partiellen Ableitungen => ely Fe oy versehen. Zur Abkiirzung werde ich 
dafiir gewohnlich w,, uy, Vz, Vy eehaibeit Es ist ja f(z) nach x und nach 
y differenzierbar, weil doch z= -+ zy ist und f(z) nach @ differenzierbar 


ist.1) Ebenso ist aber die konjugierte Funktion f(s) nach x und y 
differenzierbar. Also auch u —fr und v= eu a Weiter wird’) 


Tre a 
Ox azodx 
Of __dfdz_ .df 
und dy  dady ‘dz 
Also ergibt sich = et = —74 rf oder Uz + ivz= — ity + Vy. 
Daraus ergibt Ga 
1) Ou dv Ou __ ew: 
( da Oy Oy Oa 


Diese zwischen Real- und Imaginirteil einer differenzierbaren Funktion be- 
stehenden Relationen sind unter dem Namen Cauchy-Riemannsche Differen- 


| tialgleichungen bekannt. Ferner wird also {'(2)= uz + 10, = — 1 (Uy + try): 


aes 
mh oe: 


Nimmt man an, daB diese Ableitungen selbst wieder stetige nach x 
und nach y differenzierbare Funktionen sind — wir werden spiter (S. 133). 
zeigen, daB dies stets der Fall ist —, so findet man durch Differentiation 
der ersten Gleichung nach w und der zweiten nach y, daB us.= vz, und 
daB u,,=—v,, Daraus findet man durch Addition uz. + Uyy = Au =O, 
Ebenso findet man, daB auch 4v=0. Real- und Imaginirteil sind also 
Potentialfunktionen. So nennt man namlich Funktionen, welche der 
Gleichung 4u= 0 geniigen. 

Wenn der Realteil einer differenzierbaren Funktion gegeben ist, so er- 
lanben es die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen, den zu- 
gehérigen Imaginirteil zu finden. Denn sie geben uns ohne weiteres die 
Ableitungen des Imaginirteiles an. Soll es wirklich eine Funktion mit 
gegebenen Ableitungen geben, so mae die Integrabilitiitsbedingung erfillt 


1) Wie wir feststellten, bleibt ja die Kettenregel tiber die Differentiation mittel- 
barer Funktionen auch im komplexen Gebiet bestehen. 
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sein, welche zum Ausdruck bringt, daB (vz), = (vy)2 Diese Integrabilitats- 
bedingung bedeutet aber wieder wegen der Cauchy-Riemannschen Differen- 
tialgleichungen nur, daB w eine Potentialfunktion ist. Durch die Angabe 
des Realteiles ist also auch der Imaginarteil bis auf eine additive Kon- 
stante (Integrationskonstante) bestimmt. 

Die differenzierbaren Funktionen sind es nun, welchen dies Werk ge- 
widmet ist. Sie tragen noch einen zweiten Namen. Gewdhnlich nennt 
man sie analytische Funktionen. 

Beispiele analytischer Funktionen liefern uns, wie schon gesagt, zunachst 
die rationalen Funktionen. 

Ein weiteres wichtigstes Beispiel analytischer Funktionen sind die durch 
Potenzreihen dargestellten Funktionen. Es gilt namlich der Satz: 

In ihrem Konvergenzkreis stellt jede Potenzreihe eine analytische 
Funktion dar. . 

Wir beweisen zunichst, daB die durch gliedweises Differenzieren der 
gegebenen Reihe $$(z) = Ya, 2" entstehende Reihe f,(z) = na, 2"—? den- 
selben Konvergenzkreis besitzt. Alsdann zeigen wir weiter, da die Reihe 
% (z) differenzierbar ist, und daB Sf, (2) ihre Ableitung ist. 

Sei also z irgendeine Stelle im Konvergenzkreis von %3(z) und 2, 
eine weitere Stelle aus demselben Kreise von gréBerem absoluten Betrage. 
Wir wollen die Konvergenz von §{,(z) in 2 aufweisen. Wegen der Kon- 
vergenz von $$(z,) gibt es jedenfalls eine Zahl M derart, da fiir alle n 
der Betrag |a,2"—1|< M ist. Nun kann aber das n-te Glied von $f, (2) 
in der Form ; eter! 

nay 23(3) 
geschrieben werden. Daher ist sein Betrag kleiner als 


n—1 


& 


Die Reihe mit dem absoluten Glied 
nM 


2 n—1 


ay 


<1 und wir haben auf S. 20 schon 
. . . 1 . 
gesehen, daS 22z"—' im Hinheitskreis konvergiert. Die Summe ist ja 


aaat Daher konvergiert die Reihe %,(¢) fiir alle Stellen des Konver- 
genzkreises von $8(z). Wir benutzen $,(z) zugleich zur Bezeichnung ihrer 
Summe. Der Konvergenzkreis dieser Reihe ist also mindestens so groB 
wie der von $(z). Daf er nicht gréBer sein kann, leuchtet, nebenbei be- 
merkt, sehr leicht ein. Denn betrachtet man die im selben Kreise kon- 


vergente Reihe z%,(z), so sind ihre Glieder ja dem Betrage nach yréBer 


5 . . z, 
konvergiert aber. Denn es ist ja | = 
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als die Glieder von B(z). Also konvergiert letztere Reihe iiberall da, wo 
die erste konvergiert. 

Wir haben nun weiter zu zeigen, daB $8(¢) differenzierbar ist.) Zu 
dem Zwecke fihren wir eine Hilfsnummer m und eine Hilfsfunktion 
IT,(2) = Xn|a,|2"—* ein. Diese letztere ist im selben Kreise konvergent 
wie die Reihen B(z) und $,(z). Denn diese konvergieren ja absolut. 
Die Hilfsnummer m sei nun so gewahlt, daB in einem die Differentiations- 
stelle 2) enthaltenden Kreise K um z= 0 durchweg . 


B(2)—Pn(2)|=|Rn(2)|< = 
und | B.(2) — Bs, m (2) | = | i,m (2) <= 
|T,(2)— Th, n(@)| = | Bm) <$ 


sei. Dabei verstehe ich unter Bn, Bin, Im m-te Teilsummen. Nun be- 
trachte ich 


B (zy +h) —B (4) Bo PB Go) | Mn (eo +h) —®,, (4) 


h h h 
MR, (Zo-+ h) —R,, (29) 
und schitze zunichst ec ee ab. Man findet 
KR, (Zo + h)—R,, (2) On eee 
PEW Ral) Sr Hatt (ig 4 ayes agntt 


o 


| dm | 


‘ 


H,, (Zo +h) — R,, Zo) 
h 


(a thy t*—amt* 


<< 
— h 


Daher wird 


<>} din x | (m+) (| 29] + ||) tA+1) 
1 


ran 1,m(| | + | 2 |) 
é 
<i 
Nun ist also fiir alle h, fiir welche |z,|+ || dem Kreise angehért, fiir 
den wir die Hilfsnummer m einfihrten, 


| Bz +h) —B(z,) Bm Go +h) —B,, o) ws 
| a el A a 


h 3 
1) Ich bemerke aber vorab, daB der Leser diesen etwas mtihsamen Beweis auch 
iibergehen kann, da sich-die Differenzierbarkeit der Potenzreihen spiter auf anderem 
Wege ganz miihelos ergeben wird. 
2) Man beweist namlich leicht, daB 
(a+ o"—a"|S]b[m(jal+ |b)" 


denn es ist (2)<(2=1). wenn »>1, x>1. 


: 
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Weiter aber gibt es eine Funktion 0(«), so da® fiir |h| << 0(é) 
m @ + h)—B,, (40) j Bn Zo th—Bn 4) on 
pe 81 (¢)| = ee Goh 


wird. Dann haben wir nun im ganzen fir |h|<0(e) das Ergebnis, daB 


2 +h)—3 0 
B (4) — = z Pe =e 


wird. Denn es wird ja 


th) —Bl) * | +B)  Bnth)— 
PPO EE) — Bi (a) < Jee Be) ; 


Bin Zo +h) — By Zo) 
h 


ee in 20) 


+ |B, n() —Bi@)l<g+gtg=F 
ee BZ = B (2) — BR, (2). 
Also ist $8 (z) differenzierbar und = (2) = $8’ (2) ist sein Differentialquotient. 
Alle durch Potenzreihen dargestellten Funktionen sind also analytisch. 
Dies Beispiel analytischer Funktionen ist darum von so besonderer Wich- 
tigkeit, weil wir bald sehen werden, daf man jede analytische Funktion in 
eine Potenzreihe entwickeln kann. Damit wird dann auch gezeigt sein, 
daB eine analytische Funktion beliebig oft differenziert werden kann, daB 
sie Ableitungen aller Ordnungen besitzt. Denn die durch die erste Differen- 
tiation erhaltene Potenzreihe kann man ja ein zweites, ein drittes Mal usw. 
differenzieren. Ist a irgendeine Stelle aus einem Bereich B, in welchem 
f(2) analytisch ist, so kann’ man um z=a als Mittelpunkt einen dem 
Bereich angehérigen Kreis schlagen. In diesem ist, wie wir spiter zeigen 
werden, f(z) in Form einer Potenzreihe $§(z¢— a) darstellbar. Da8 aber 
diese Entwicklung héchstens auf eine Weise geleistet werden kann, laft 
sich jetzt schon einsehen. Wir kénnen nimlich die Koeffizienten von 
Zan,2" durch die Summe f(z) darstellen. Zunachst ist ja sicher {(0) = ay. 


Weiter aber wird tie ‘A 
f' (2) 2 N Un & 


Daher haben wir 


also a,=f'(0). Ebenso wird 


f" (2) => n(n — 1)a,2"—? 
f (0) 
nl 


f®) 
2) ° 
also Taylorsche Reihen. 
Durch denselben Gedankengang kann man wie im Reellen den pinnesietten 
Lehrsatz fiir ganze positive Exponenten beweisen. Denn man sieht ohne 
weiteres, wenn man in Gedanken ausmultipliziert, daB sich (a + 2)” in der 


also a, = Allgemein findet man a,= Alle Potenzreihen sind 
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Form a” + a, 2+ a, 27+----+ a,2" muB schreiben lassen. Differenziert man 
hier ein oder mehrere Male nach z und setzt dann z= 0, so findet man 
@,=na"—}.-.-a,= (*) a”—*--+, So hat man den binomischen Satz fiir reelle 
Exponenten ins Komplexe tibertragen. 

Aufgabe: Man beweise mit Hilfe der Cauchy-Riemannschen Differential- 
gleichungen, daB eine in einem Bereich differenzierbare nicht durchweg 
konstante Funktion nicht lediglich reelle Werte annehmen kann. 

*1)Anhang: Wir kehren nochmals zu den Cauchy-Riemannschen Differen- 
tialgleichungen zuriick. Wir haben oben festgestellt, daB Real- und Imagi- 
narteil einer analytischen Funktion diesen Gleichungen gentigen miissen. Nun 
legen wir uns noch die Frage vor, ob das die einzigen Bedingungen sind, 
welchen ein Funktionenpaar geniigen mu8, welches als Realteil und als 
Imaginarteil einer analytischen Funktion soll aufgefaBt werden kénnen. In 
dieser Allgemeinheit ist die Frage bisher noch nicht entschieden. Wohl 
aber ist sie mit Ja zu beantworten, wenn man von vornherein noch voraus- 
setzt, daB die vier partiellen Ableitungen stetig sind.2) Dann wird namlich 


h)— hes h,)— 7 . hey h, = ’ i 
fet ete t hsv th) owl 9) pp2ethy eth) oe) Genin. 


Wenden wir hier den Mittelwertsatz auf w und auf uv an, so wird dies 
u,(e+th, yt+Ph,) hptu, (e@+th, y+ th) h, 
h 

py v, (2+ h'hy, y+S'h,) h, +, (a+3’h,, yA’ h,) Thy 

h 
Beachten wir nun die Stetigkeit der Ableitungen und bezeichnen mit ¢(h) 
und ¢,(h) zwei Funktionen, die mit h gegen Null streben, so kénnen wir 
dies so schreiben 
UW, (@,Y) hy + u, (x,y) h, . Uz (ty) hy + Vy (a, y) h, 

h x. h 


+é (h) + 6 (hy) ®. 


Beachten wir nun die Cauchy-Riemannschen ube east ener sg so wird 


Se sr = ty EE + a ae o(h) + a(n) 


= te + tz + s(h) + 2, (h) 


agree 
Nun ist also nur noch zu zeigen, daB «(h) A und ¢, (h) >* fiir h —> 0 den 
Grenzwert Null besitzen. Dazu tiberzeugen wir uns nur noch davon, dab 


1) Mit einem * bezeichnete Abscbnitte kann der Leser bei einer ersten Lektiire 


tibergehen. 
2) DaB fiir Real- und Imaginarteil analytischer Funktionen diese Voraussetzungen 


erfillt sind, werden wir bald sehen. 
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Dies ist ee ees wenn hy = 0 oder 
Es 


wenn Fi = (. Aderedtall zelg 


wird ja 


tee 
(= Vi+ > 1.) 


h , h, 
und A = | a oe 


§ 5. Konforme Abbildung. 

Hier wollen wir einen ersten Hinblick in die durch analytische Funk- 
tionen vermittelten Abbildungen gewinnen. Sei w= f(z) die Funktion. 
Lagt man dann ¢ in seiner Ebene irgendeine Punktmenge durchlaufen 
und markiert jedesmal in der w-Ebene die entsprechenden yon der Funktion 
angenommenen Werte, so erhalt man auch da eine Punktmenge, die wir 
das Bild der Punktmenge in der z-Ebene nennen. Wir sagen, sie gehe aus 
dieser durch Abbildung vermége der Abbildungsfunktion w= (2) hervor. 
Ich betrachte nun insbesondere zwei Kurven ©, und ©,, welche sich in 
einem Punkte z, schneiden. z= 2,(f) und z=2,(t) mit 0<¢<1 seien 
ihre Parameterdarstellungen.”) ¢—0 etwa mdge in beiden Fallen den 
Punkt z=, liefern, Beide Funktionen sollen stetig sein und fiir ¢=0 
von Null verschiedene Ableitungen besitzen. Hs ist leicht, die Winkel 
selbst zu bestimmen, welche die Kurven gegen die z-Achse bilden. Zu 
diesem Zwecke orientieren wir beide Kurven, indem wir ihnen einen 
Durchlaufungssinn in Richtung wachsender Parameter geben. Legen wir 
dann durch den Punkt z vom Parameter ¢= 0 und einen Punkt 4+Az 
vom Parameter ¢= At>0 eine Sehne und geben ihr als Richtung die 


von 2, nach 2, -+ Az, so wird ihr Winkel gegen die x-Achse arg A z = arg za 
denn arg At=0, weil At>0 ist. Also werden die Winkel der in die 
Kurvenrichtung weisenden Tangente arg 2;(0) und arg z,(0). Also wird 


der + (@, @,) = arg 2, — arg 2) = arg - “2 Die Gleichungen der Bildkurven 


©, © in der w-Ebene werden w, = ys a (¢)) und es f (2,(t)). Also wird ihr 


2 » (0), 
a "(0) 


x (G;, ©1) = arg 30 arg oe Zz, (0) — arg A (0) = arg — 


1) Auch geometrisch leuchtet dies sofort ein, weil die Zahlen a und Bi auf den 
Tangenten an den Hinheitskreis in den Punkten 1 und i liegen. “1 Bs 

2) In dieser Form fassen wir also die beiden Gleichungen x =a, (t), y = Y, (t) 2u- 
sammen: z=x-+iy=2, (t)+7y, (t)=2,(t). z(t) bedeutet eben eine Funktion des 
reellen Argumentes ¢, die auch komplexe Werte annehmen kann, 
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Dazu ist aber vorauszusetzen, daB f'(z,) + 0 ist, denn sonst wire w/(0)=0 
und w,(0)=0, und dann wiren die Argumente wieder unbestimmt. Also 
haben wir das Ergebnis, daB die Bildkurven denselben Winkel einschlieBen 
wie die urspriinglichen Kurven, und zwar denselben Winkel nicht nur der 
Grope nach, sondern auch dem Drehsinn nach. Wenn man also ©, um @ 
in positivem Sinne zu drehen hat, um sie in ©, tiberzufiihren, so hat man 
auch die Bildkurve ©; um o in positivem Sinne zu drehen, um sie in ©; 
tiberzufiihren. Wir haben so den Satz: 

Die durch analytische Funktionen vermittelten Abbildungen sind winkeltreu 
an allen Stellen, wo thre Ableitung nicht verschwindet.’) 

Wir betrachten weiter die Bogenlingen s von © und S von ©’. Dann wird 
dS __ dS ds_ Yu’?+v? _ |dw|, ide] ‘dw 
ds dt°dt Yxtty? — agli ias ~ |dz 


Demnach hingt also der Differentialquotient = nicht von der besonderen 
durch z, gelegten Kurve ab. Er hat fiir ©, und ©, denselben Wert a 


Er hangt nur von der Lage des Punktes z, ab. Es werden also gewisser- 
maBen alle Bogenlingen im Punkte z, im gleichen Verhiltnis verkiirzt. Das 
meinen wir, wenn wir sagen: 

Die durch analytische Funktionen vermittelten Abbildungen sind streckentreu. 

Winkeltreue und Streckentreue fapt man in die Aussage zusammen, dap 
unsere Abbildungen konform, das heipt in den kleinsten Teilen ahnlich sind. 
Denn sie haben mit den Ahnlichkeitstransformationen die Winkeltreue und 
die Streckentreue gemeinsam, nur daf bei den Ahnlichkeitstransformationen 
das Streckungsverhiltnis vom Ort unabhingig ist, wahrend es hier mit 
der Lage des Punktes variiert und also nur in einem hinreichend kleinen 
Flachenstiick anndhernd als konstant angesehen werden kann. 

*) Wir behandeln nun die wmgekehrie Frage, inwieweit die winkeltreuen 
Abbildungen und inwieweit die streckentreuen Abbildungen auch umgekehrt 
alle durch analytische Funktionen vermittelt werden. Hs leuchtet zunichst 
ein, daB bei der Streckentreue die Frage zu verneinen ist. Denn auch die 
durch w= 7 vermittelte Abbildung ist streckentreu. Das ist naimlich der 
Ubergang von einer Figur zu ihrem Spiegelbild an der reellen Achse 
(Fig. 15). Dabei bleiben alle Lingen.erhalten, der Drehsinn der Winkel 
wird aber umgekehrt. Wir werden aber beweisen kénnen, da eine jede 


. 


1) Da8 an Stellen verschwindender Ableitung die Winkeltreue aufhért, lehrt schon 
das Beispiel w=z? bei z=0. Denn da ist argw=2argz. Genaueres tiber solche 
Vorkommnisse bleibt spaterer Darlegung vorbehalten. 

*) Die Ausfiihrangen von hier an bis zum Schlu8 des Paragraphen kann der Leser 
bei der ersten Lektiire tibergehen. on 
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streckentreue Abbildung entweder winkeltreu ist oder doch wenigstens 
die GréBe der Winkel erhilt, sie also lediglich umlegt. Hine streckentreue 
Abbildung also, welche auch den Drehsinn unyerdndert 
laBt, ist winkeltreu. 

Ahnlich wie im Anhang des vorigen Paragraphen 
wollen wir nun wieder annehmen, da die partiellen Ab- ’ 
leitungen der die Abbildung vermittelnden Funktionen 
u=u (x, y) und v=v (4, y) stetig sind. Sonst verlassen 
wir den Rahmen der gesicherten Ergebnisse. Unter dieser 
Annahme wollen wir zuniichst zeigen, daB die Funktionen 
wu und v den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen 
geniigen, wenn sie eine winkeltreue Abbildung vermitteln. Denn dann 
sind sie nach dem Anhang zum vorigen Paragraphen Real- und Imaginar- 
teil einer analytischen Funktion. Des weiteren haben wir dann eine ent- 
sprechende Untersuchung bei den streckentreuen Abbildungen anzustellen. 

Wir behandeln also zunichst die winkeltreuen Abbildungen. Seien 
also wieder c, und C, zwei Kurven, c; und c; ihre Bilder. Dann soll also 


a 
= 


Fig. 15. 


7 


Z w 
arg a = arg— sein. Fiihren wir Real- und Imaginirteil ein, so wird dies 
1 


* + 5 ae Mey _ Mya + : (2% _ Pye) 
v, =F " bar at + My 4, oe (2%; os a) 


arg 


Daher miissen die beiden unter dem Argument stehenden Ausdriicke bis 
auf einen reellen positiven Faktor 2 einander gleich sein. So finden wir 
a He,t WY + (ogni boyy) at + iy, 
Betta My, 1 etal ys) 6 i tM, : 


Dieser Ansatz setzt voraus, daB weder z; noch z; und daB weder w; noch | 
w, verschwinden. Sonst wird ja das-Argument unbestimmt. Die Voraus- | 
setzung, daB die Ableitungen w; oder w; nicht verschwinden, bedeutet, 

da8 die Funktionaldeterminante 


U,, u, 


eee 


y 3 
im Schnittpunkt beider Kurven von Null verschieden ist. Denn es ist ja z. B. 
: 00, = Waar, + Uy, + i (O00, + 0,4). | 
Soll das verschwinden, so miissen 7 
tet, + yy, = 0 o 
und v,7, + vy, = 0 
sein. Das sind zwei lineare Gleichungen zwischen s/ und y’, also zwischen zwei 


Zahlen, die nicht beide verschwinden. Also mu8 die Funktionaldeter- 
minante verschwinden, wie angegeben.~ 
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Ist aber diese Determinante nicht Null, so ist unser Vorgehen 
in Ordnung. Man setze nun in der Gleichung (1) 


%=1 y=0 
. a= Oy = 
Dabei mége 2, das ja noch von 2{, 2, y{, y; abhangen kénnte, den Wert u 
erhalten. Dann wird U,t4i0s 
u, + tv, ee 
Daraus folgt: Ur = [vy 
[Uy = — Vy. 


Tragt man dies in die Gleichung (1) ein, so wird sie 
wat 9, xt tY5 
Bae ty, vty, 
we ttyl witty! 
eat ty) w+ ty, 


Also muB 


positiv reell sein. Multipliziert man aus, so sieht man, daf 
wes, — Yq + *(@ 19g + HY) 
wast — Ys + UR, + 2Y;) 
positiv reell sein muB8. Das verlangt aber, daB 
TyY gH UMY; = WLYs Ly, 
ist. Daher ist (1 — u) (ay, — %y;) = 9. 
Deshalb mu8 w= 1 sein. Denn w ist von den x, x, yj, y, wnabhangig 
und die zweite Klammer verschwindet nicht fiir alle xj, x3, yj, ¥2- 
Also gelten die Caucby-Riemannschen Differentialgleichungen 


Uz = Vy, Vz = — Uy 
stets dann, wenn die Funktionen u= wu (a, y) und v=v (a, y) eine 
nicht verschwindende Funktionaldeterminante besitzen und eine winkel- 
treue Abbildung vermitteln. Setzt man nun weiter die partiellen Ab- 
leitungen als stetig voraus, so ergeben die Betrachtungen am SchluB des. 
yorigen Paragraphen, da wu und v Real- und Imaginirteil einer analytischen 
Funktion w = u + iv = f(z) sein miissen, Da weiter die Cauchy-Riemann- 
schen Differentialgleichungen zeigen, daB die Tunktionaldeterminante 
Uz Vy — Uy Vz = U2 + v7 = uz + v; wird, dieser Wert aber nach S. 35 mit dem 
Werte | f'(z)|? tibereinstimmt, so haben wir folgendes SchluBresultat: Hine 
jede winkeltreue Abbildung wird durch eine analytische Funktion nicht ver- 
schwindender Ableitung vermittelt, wofern man nur voraussetzt, dap die puar- 
tiellen Ableitungen der Abbildungsfunktionen stetig sind und eine micht- 
verschwindende Determinante besitzen. 

Bieberbaoh, Funktionentheorie I 4 
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Wir kommen nun zu den streckentreuen Abbildungen und wollen zeigen, 
daB sie abgesehen von einer Umlegung der Winkel winkeltreu sind. 
Wieder soll die Funktionaldeterminante von Null verschieden sein. Wir 


setzen jetzt voraus, daB ste nur von der Stelle 4), nicht von.der besonderen 


Kurve abhingt, deren Bogenlinge wir betrachten. Nun wird aber 


a8 |2 du\? dv\? da\? dxdy dy\? 
ee Ge) + Ge) =(ui+ v2) (5) + 2 (Uztly +020) + (us +03)(5%) : 
Das soll nun von @ und a unabhingig sein, wahrend noch die Relation 


d : a 
(37) + (G4) = 1 besteht. Nehme ich insbesondere oF 1 und ==, so 


kommt w2 + v2 heraus. Wahle ich aber a = (0 und a = 1, so erhalte ich 
u2 + v2, Beide miissen einander gleich sein. Also finde ich 

(2) uz +v2=u7 +07. 

Daher wird nun der ganze Ausdruck 


dad 
uz +02 +2 (Uetty + Vey) re 
dxdy Beet ; 
Soll er also von 7--7~ unabhingig sein, so mu8 noch 
(3) UrUy + Very = 0 


sein. Multipliziere ich nun (2) mit uw, und entnehme aus (3) u? ui = v2 of 
und trage dies in (2) ein, so habe ich v7 (uj + v7) =u? (w2 + 02). Da aber 
wegen des Nichtverschwindens der Funktionaldeterminante u?, + v2 nicht 
verschwinden kann, so liefert dies vi = uj. Also ist entweder wu, = — vz 
oder “=v, Trage ich das~eine oder das andere in die Gleichung 
Uxtly + UzVy = 0 
ein, so finde ich, daB entweder 
Ur = Vy) Uy = — vz 


oder daB Uz = — Vy, Uy = Vz 


sein muf. Das erste sind die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen; 
dann ist also die Abbildung winkeltreu. Das zweite dagegen bedeutet Um- 
legung der Winkel. Den Winkel der Bildkurven hatten wir ja allgemein 
auf §.42 angegeben. Tragen wir hier diese Relationen ein, so finden wir 


Lay’ Pigg w+ iy’ 
arg 7 und dies ist = — arg 2 ——? 
Mie pete a shieYs 


Aber auch diese nur streckentreuen Abbildungen kann man mit analytischen 
Funktionen in Zusammenhang bringen. Denn wegen der Stetigkeit der 
Ableitungen, die wir also erst an dieser Stelle benutzen , ist in einem 
ganzen Bereich, in welchem voraussetzungsgemiB die Funktionaldeterminante 


: 
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nicht verschwindet, entweder durchweg das erste Cauchy-Riemannsche 
Gleichungspaar erfiillt oder durchweg das zweite.1) Da aber auch w=2 
eine Umlegung der Winkel liefert, so kann ich eine jede Abbildung mit 
Umlegung der Winkel dadurch Shes daB ich erst die Spiegelung w = 2 
ausfiihre und dann die gespiegelte Figur winkeltreu abbilde. Eine jede 
streckentreue Abbildung wird also entweder durch eine analytische Funktion 
von 2: w=f(z) oder durch eine analytische Funktion von 4: w= f(?) 
geliefert. 

Bemerkung: Wenn wir uns noch einmal vergegenwirtigen, an welcher 
Stelle wir von der Stetigkeit der Ableitungen Gebrauch machten, so ge- 
schah das nicht bei der Ableitung der Differentialgleichungen, sondern erst 
als wir von Real- und Imaginirteil zu der analytischen Funktion tiber- 
gehen wollten. Die im Anhang des vorigen Paragraphen und die hier als 
unerledigt bezeichneten Aufgaben sind also identisch. 


Vierter Abschnitt. 
Studium einiger spezieller Funktionen. 


§ 1. Ganze lineare Funktionen. 

Ganze lineare Funktionen werden durch einen Ausdruck der Form 
w=az+b dargestellt. Dabei bedeuten a und b von z unabhiangige 
Zahlen. Als spezielle Fille sind darunter die folgenden drei Typen ent- 
halten: w= Rz mit positiv reellem R, ferner w= az mit | «| = 1, endlich 
w=2z+6. Die erste fiihrt jeden Punkt in einen anderen vom gleichen 
Argument in der R-fachen Entfernung vom Nullpunkt tiber. Deuten wir 
also w und z in derselben Ebene oder, anders ausgedriickt, legen wir die 
w-Ebene so auf die z-Ebene, daB Punkte mit gleichen w und @ auf- 
einander zu liegen kommen, so fiihrt diese Abbildung jede Figur in eine 
ahnliche zu ihr dhnlich gelegene iiber. Die Winkeltreue dieser Abbildung, 
die man auch Streckung nennt, springt in die Augen. 

Die zweite Abbildung bewirkt eine Drehung der z-Ebene um den 
Winkel arg « im positiven Drehsinn. Sie fiihrt also jede Figur in eine 
kongruente tiber. Hier ist ja |w|—|2| und arg w = arg z+ arg a. 

Die letzte Abbildung endlich bedeutet eine Parallelverschiebung der 
Figuren der z-Ebene in Richtung des Vektors b um seinen Betrag. Denn 

man erhalt ja die Werte w, indem man zu den z-Werten die Zahl 6 
addiert. 
1) Denn ein Wechsel beider Gleichungspaare kann nur da eintreten, wo alle Ab- 
leitungen verschwinden. 


4* 
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Die allgemeine Abbildung w=az+b kann auf diese drei Typen zu- 
riickgefiihrt werden. Betrachten wir zunichst w = Raz mit R>O und 
|@|= 1, so ist dies offenbar eine Kombination der Drehung und der 
Streckung. Also werden alle Figuren in R-mal so groBe tibergefiihrt, 
welche auBerdem gegen die Ausgangslage um den Winkel arg a gedreht 
erscheinen. Der Punkt z = 0 ist dabei Drehpunkt und Ahnlichkeitszentrum. 
Die Abbildung heiBt auch Drehstreckung. 

Zu den hier betrachteten, durch ganze lineare Funktionen vermittelten 
Abbildungen gehéren auch die Drehstreckungen, deren Zentrum nicht 2 = 0, 
sondern ein anderer Punkt A der z-Ebene ist. Denn eine solche driickt 
sich in der Form w— A=a(g¢—A) aus, wird also gleichfalls durch eine 
ganze lineare Funktion vermittelt. Auf diese Gestalt kann man nun aber 
jede beliebige ganze lineare Funktion w= az-+ 6 bringen, falls a + 1 ist. 


Denn man muf nur A so wahlen, daB A—aA=b wird. Man muB also 


A= = setzen. Demnach ist ftir a=-1 die durch w=az+0 _ ver- 


mittelte winkeltreue Abbildung eine Drehstreckung, welche den Punkt 
z= — festlapit. a= 1 liefert eine Parallelverschiebung. 

Es wird eine niitzliche Ubung fiir den Leser sein, die hier gefundenen 
Ergebnisse mit den Resultaten zu vergleichen, welche ihm von der 
Koordinatentransformation in der analytischen Geometrie her gelaufig sind. 
Bei Trennung von Real- und Imaginirteil wird man volle Ubereinstimmung 
feststellen. Man hat so hier noch, eine bequeme Herleitung jener ge- 
laufigen Formeln gewonnen. In der Tat stecken ja in unserer geometri- 
schen Deutung der komplexen Zahlen alle Grundvoraussetzungen der 
analytischen Geometrie der Ebene. 

Schon im nichsten Paragraphen werden wir sehen, da8 durch (gebrochene) 
lineare Funktionen nicht allein die Bewegungen und Streckungen zum Aus- 
druck kommen, sondern daB auch gewisse Abbildungen und Trans- 
formationen, die man in der Geometrie erst bei den quadratischen Ver- 
wandtschaften betrachtet, sich nach Kinfitihrung komplexer Zahlen durch 
lineare Funktionen ausdriicken lassen. 


1 
1 a 
w= — ist die einfachste gebrochene lineare Funktion. Die durch sie 
vermittelte Abbildung tibersieht man am besten, wenn man Polar- 
koordinaten einfitihrt. Sei also 
w =o (cos ?+ isin #) und =r (cos p + isin g). 
D Ape 
ann wird Varo ~ 


G2. w= 


Ee a 
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der Ausdruck der Abbildung. Man kann diese Abbildung in zwei Schritten 
ausfiihren. Der erste mége den Betrag ungeindert lassen und zu # = — 
fiihren. Das ist also die Abbildung w,= 2. Der zweite mige umgekehrt 
das Argument ungeiindert lassen und zum reziproken Betrag fiihren. Das 


ist also die Abbildung w = * - Die erste ist weiter nichts als die uns 


schon (8. 41/42) bekannte Spiegelung an der reellen Achse, die zweite nennt 
man Spiegelung am Hinheitskreis oder Transformation durch reziproke Radien 
oder auch Inversion. Ihr analytischer Ausdruck in Polarkoordinaten ist ja 


e= = &=g. Weil die Ausfiihrung beider nacheinander eine winkeltreue 
Abbildung liefert und weil die Spiegelung & = — p die Winkel umlegt, gibt 
auch die Transformation durch reziproke Radien eine Umlegung der 
Winkel, Wie man durch geometrische Konstruktion zu jedem Punkt P 
oder P' den reziproken P' oder P finden kann, veranschaulicht die Fig. 4 
auf 8.11. Da Dreieck OTz’ bei JT rechtwinklig ist, so wird ja nach dem 
Kathetensatz 1 = Oz- Oz’. 

Die Inversion lift die Punkte der Peripherie des Hinheitskreises einzeln 
fest und vertauscht das Innere des Hinheitskreises mit seinem AuBeren. 
Es ist leicht festzustellen, in welcher Weise ein von zwei Kreisbogen r = 1, 
und r =r, und zwei Geraden »y = g, und » = g, begrenztes Kreisbogen- 


_ yiereck in das Kreisbogenviereck, begrenzt von 9 = = und 9 = = sowle 
2 

you #=gq, und #=4g, iibergeht. Daraus entnimmt man allgemein, dab 

die Inversion und damit auch die Abbildung w = . jedes Gebiet wieder in 


ein Gebiet iiberfiihrt. Wir nennen diese Higenschaft der Abbildung Ge- 
bietstreue. Wir werden diese Higenschaft spiter ganz allgemein. bei allen 
analytischen Funktionen nachweisen. 

Da8 bei der Inversion die Winkel, abgesehen vom Drehsinn, ungeandert 
bleiben, kann man auch leicht direkt eimsehen. Man hat nur zu bemerken, 
daB ein jeder Kreis, welcher zwei inverse Punkte verbindet, durch die In- 
version in sich tibergefiihrt wird. Denn er besteht aus lauter Paaren in- 
verser Punkte. Diejenigen Punkte desselben namlich, welche auf demselben 
Durchmesser des Hinheitskreises liegen, sind nach dem Sekantensatz zu- 
einander invers (OP- OP'= 0Q-0Q'=1). Legt man namentlich von O 
aus die Tangenten an den Kreis, so mu8 auch das Quadrat ihrer Linge 
gleich Eins sein. Daraus ergibt sich sofort, daB jeder Kreis, welcher zwei 
inverse Punkte verbindet, den Hinheitskreis senkrecht durchsetzt (Fig. 16). 

Umgekehrt sind natiirlich auch die beiden Punkte, in welchen ein 
Durchmesser von K einen zu K orthogonalen Kreis schneidet, in bezug 
auf K invers. Das folgt sofort aus dem Sekantentangentensatz. 


\ 
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Um nun die Winkeltreue der Inversion zu erkennen, betrachte ich 
zwei Kreise durch die beiden inversen Punkte. Sie gehen durch die In- 
version einzeln in sich tiber, und man erkennt leicht, daB die in der 


Fig. 16, Fig. 17. 


Fig. 17 angegebenen beiden Winkel einander entsprechen. Sie sind aber, 
abgesehen vom Drehsinn, einander gleich. 

Wir wollen hiermit unsere Betrachtungen iiber die Inversion ab- 
schlieBen und uns der Funktion w= es zuwenden. Fiir die Winkeltreue 
ihrer Abbildung enthalten ja nun die voraufgegangenen Zeilen einen 
direkten Beweis. 

Die Abbildung w =* vertauscht gleichfalls Inneres und AuBeres des 
Einheitskreises, 14Bt aber seine Punkte nicht einzeln fest Vielmehr sind 
die einzigen festen Punkte auf dem LHinheitskreis, wie iiberhaupt in der 
ganzen Hbene, die Punkte z=+1. Denn tatsdchlich sind dies die ein- 
zigen komplexen Zahlen, welche mit ihren reziproken identisch sind. 
Denn fiir jede solche Zahl muf z?= 1 sein. 

Die Abbildung w= = fiihrt das Innere des Kreises |z|=e in das 
AuBere des Kreises | w | == tiber, und umgekehrt geht durch ihre Ver- 
mittlung das AuBere des Kreises | z |.= * in das Innere des erst- 
genannten |w|=e iiber. Im tibrigen ist die Abbildung umkehrbar ein- 
deutig. Damit ist gemeint, daB jeder Punkt z einen einzigen Bildpunkt 
w == hat, und da jeder Punkt w einen einzigen Originalpunkt sa besitzt. 
- Hine Ausnahme macht nur der Punkt z= 0 bzw.w=0. Er besitzt weder 
ein Bild noch ein Original. Das ist ein Schénheitsfehler, dem wir abhelfen 
wollen. 

Das geschieht durch Hinfiihrung eines wmeigentlichen Punktés. Man 
nennt ihn auch den wnendlichfernen Punkt der Ebene und bezeichnet ihn 


eke te pin Ob he eo! 


sep Ha tak ill 
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mit oo. Wir haben es nun viéllig in der Hand, festzusetzen, welcher 
Pankt Originalpunkt von w=0 und welcher Bildpunkt von z = oo sein soll, 
ja, es steht nichts im Wege, zu diesem Zweck noch weitere uneigentliche Punkte 
einzufiihren. Wollen wir dies aber vermeiden und wollen wir dazu er- 
reichen, daB die Abbildung w = — in der durch Hinzunahme von oo er- 
weiterten EHbene umkehrbar eindeutig ist, so bleibt nur tibrig, festzusetzen, 
daB oo Bildpunkt und Originalpunkt von z= 0 zugleich sein soll. Setzen wir 


aber dies fest, so ist in der Tat w = = eine in der ganzen (erweiterten) 
Ebene umkehrbar eindeutige Abbildung. 

Wir setzen weiter fest, daB wir unter einer Umgebung des Punktes oo das 
durch w = - vermittelte Bild einer Umgebung von 0 verstehen wollen. Wir ver- 


abreden weiter, zu sagen, eine Zahlenfolge besitze den Haufungspunkt oo, oder co 
sel der Grenzwert einer Zahlenfolge, wenn 0 Hdaufungspunkt oder Grenzwert 
der Folge der reziproken Zahlen ist. Eine Funktion f (2) nennen wir bet oo stetig 


oder analytisch, wenn die Funktion f (<) ber w =) stetig oder analytisch ist. 
Zwei Kurven schlieBen bei z= oo den Winkel a ein, wenn ibre durch 
w =- erhaltenen Bilder sich bei w=0O unter dem Winkel « schneiden. 
Wir sagen weiter, emme Funktion f (z) werde an einer Stelle z = a unendlich, 
oder sie habe dort einen Pol, wenn die reziproke Funktion 


den Grenzwert Null hat.*) 

Der Nutzen, den die Hinfiihrung dieses uneigentlichen Punktes fiir die 
ganze Funktionentheorie bringt, kann nicht hoch genug veranschlagt 
werden. 

Die hier gegebene rein begriffliche Hinfiihrung des unendlichfernen 


oe fiir z—>a 


' Punktes kann durch stereographische Projektion geometrisch veranschaulicht 


werden. Wir fiihren zu diesem Zweck noch ein rechtwinkliges Koordinaten- 
system in einem 2, y, € Raum ein. Wir denken uns eine Kugel vom 
Radius i, welche die komplexe Ebene im Kreis |z|=1 schneidet. Den 
Punkt (0, 0, 1) nennen wir Nordpol der Kugel und machen ihn zum 
Zentrum einer Zentralprojektion, durch die wir die komplexe Ebene auf 
die Kugel abbilden. In der Tat trifft ja jede Gerade durch den Nordpol 
und einen (endlichen) Punkt der Ebene die Kugel auBer im Nordpol noch 


1) Damit ist es offenbar gleichbedeutend, zu sagen: f(z) wird fiir 2 —> a@ un- 
endlich, wenn Ts fir z—-+ a gegen Null steht, Liegt es doch auch ganz 
im Sinne unserer Waid ctaigcéii daB z—-+ oo gleichbedeutend ist mit | z|—-+ oo. 
—> 0 strebt 


Man wird weiter sagen, f (2) werde fiir z —+ oo selbst oo, wenn "i 
fir z—> 0. t = 


= 
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in einem bestimmten Punkt, und das soll der Bildpunkt sein. Da8 die so 
erklirte Abbildung eine umkehrbar eindeutige Abbildung der eigentlichen 
Punkte der Ebene auf die vom Nordpol verschiedenen Kugelpunkte her- 
stellt, leuchtet ein. Es liegt daher nahe, den Nordpol selbst als Bild des 
uneigentlichen Punktes aufzufassen, so da8 dann die ganze Ebene umkehr- 
bar eindeutig auf die volle Kugel abgebildet erscheint. 

Wir werden diese sogenannte stereographische Projektion in einem An- 
hang dieses Paragraphen noch etwas naher studieren. Sie besitzt sehr 
schéne Higenschaften. Vorab jedoch wollen wir die Funktion w —s nun 
weiter betrachten. 

Wir wollen zunichst feststellen, daB diese Abbildung eine Kreis- 
verwandtschaft ist, d. h. daB sie das System der Geraden und Kreise der 
g-Ebene in das System der Geraden und Kreise der w-Ebene itiberfiihrt. 
Man sieht nimlich leicht, da8 man die Gleichung eines jeden Kreises und 
einer jeden Geraden auf die Form 


azi+ be +bz+c=0 (a, ¢ reell) 
bringen kann. Hine Gerade liegt dabei dann vor, wenn a verschwindet. In recht- 
winkligen Koordinaten # und y ist namlich a (a? + y®)+ 26,4 + 2b,.y+c=0 
die allgemeine Gleichungsform von Geraden und Kreisen, Geraden kommen 


fir a= 0 heraus. Trigt man 2?+ y?= 22, x= s . * und y= a ein, 
so hat man ask +0, (2+ 2) +0, ({)+e=0 
oder azé + 2(b —1b,) + 2{b, + 1b,) +e =0, 


und setzt man b, —7b, = b, so wird dies 


azz+b2+b2+c=0. 


Tragen wir nun hier =~ ein, so finden wir als Gleichung der Bild- 


kurven a+ bw +bw-+cww =O. Das sind aber wieder Geraden und Kreise. 


Geraden liegen vor, wenn c = 0 ist, d. h. wenn der betr. Kreis der | 


2-Ebene durch z=0 hindurehgeht. Also liefern Geraden und Kreise 
durch z=) stets Geraden der w-Ebene. Beliebige Geraden der z-Ebene, 
die z= 0 nicht treffen, liefern Kreise durch w=0. Alle Kreise indessen, 
die z= 0) fernbleiben, gehen in Kreise der w-Ebene iiber. Diese Verhilt- 
nisse lassen es gerechtfertigt erscheinen, die Geraden als Kreise durch oo 
aufzufassen. 

Zwei Kreise, welche sich im Nullpunkt beriihren, gehen durch die Ab- 
bildung w == in zwei Geraden tiber, die sich im Endlichen nicht treffen, 
die also parallel sind. Umgekehrt werden parallele Geraden in Kreise 


s 


ee a — 


§2.w=4 bt 


libergefiihrt, die sich nur im Nullpunkt treffen, sich also da_beriihren. 
Daraus ergibt sich namentlich, daB der sichelférmige Bereich der Fig. 18a 


durch die Abbildung v= in den Streifen der Fig. 18b tibergefiihrt wird. 


Auf die Bedeutung der Inversion fiir die Peauceliersche Geradfithrung 
und fiir die sogenannten Mascheronischen Konstruktionen —— das sind 


Konstruktionen mit dem Zirkel allein —, sowie tiberhaupt 
auf die Bedeutung der Inversion als geometrisches Uber- 


Die nihere Durchfiihrung 
geh6rt in die Geometrie. 

Anhang: Ndheres tiber 
stereographische Projektion. 

In der komplexen Ebene 
seien zwei inverse Punkte 
gegeben. Wir wollen die 
gegenseitige Lage ihrer Bild- 
punkte auf der Kugel fest- 
stellen. Dies kann man 
bequem aus Fig. 19 ablesen. 


Fig. 18a. Fig. 18b. 


Sie stellt einen Schnitt dar, den wir uns durch die €-Achse und die 
 Projektionsstrahlen nach den beiden inversen Punkten P und P, gelegt 
denken. Die Winkel a,, «(= << OSP') und a, sind einander gleich, Denn 
Dreieck SNP! ist bei P' rechtwinklig, und daher erginzen «, und a, 


denselben Winkel zu = Ferner sind 
OP,N und ONP ihnliche Dreiecke. 
Denn es ist ja 1= OP-OP, oder 
ap = om Daher ist nun auch a, = «;. 
Da aber ersichtlich auch <x OSP, 
= x ONP, ist, so ist auch < OSP, 
= <x OSP’. Daher liegen also die 
Punkte S, P, und P’ auf einer geraden 
Linie, die mit der Geraden NP, P; 
gleichgeneigt ist. Daher liegen die 
Bilder inverser Punkte auf emer 
zur £€-Achse parallelen Kugelsehne. 


Ebenso kann man sich die gegenseitige Lage der Bildpunkte zweier, 
in der komplexen Ebene reziproken Punkte veranschaulichen. Man hat ja 
nur eine Spiegelung an der reellen Achse hinzuzunehmen. Der entspricht 
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aber eine Spiegelung an der (a, £)-Ebene. Um also aus einem Kugel- 
punkt P das Bild des reziproken zu erhalten, hat man nur von P ein 
Lot auf die reelle Achse zu fallen und bis zum Schnitt mit der Kugel zu 
verlangern. 

Es ist noch von Interesse, die Originalpunkte diametral gegeniiber- 
liegender Kugelpunkte P und Q aufzusuchen. Das sind Punkte von rezi- 
prokem, absolutem Betrag und von Argumenten, die sich um a unter- 


scheiden, Demnach gehen sie durch die Abbildung w= — auseinander 


hervor. Die nahere Durchftihrung sei dem Leser als Aufgabe gestellt. 

Die stereographische Projektion ist eine winkeltreue Abbildung. Die Bilder 
zweier ebenen Kurven schlieBen also den gleichen Winkel ein wie diese 
selbst. Um das einzusehen, miissen wir nur beachten, daB die projizierende 
Ebene einer Kurventangente die Tangente der Bildkurve aus der Tangential- 
ebene der Kugel ausschneidet. 
Hat man also zwei Kurven durch 
2, so legen wir durch ihre beiden 
Tangenten in 2, die projizieren- 
den Ebenen und bringen diese 
> mit der Tangentialebene an die 
Kugel im Bilde von 2, zum 
Schnitt. Um zu erkennen, daf 
die beiden so erhaltenen Geraden- 
paare den gleichen Winkel ein- 
schlieBen, haben wir in Fig. 20 
den Schnitt durch die ¢-Achse und den projizierenden Strahl nach 2, ver- 
anschaulicht. Wir haben dann lediglich zu zeigen, daB die Winkel a, und 
«, emander gleich sind. Denn dann gehen die beiden Geradenpaare durch 
Spiegelung an einer durch ¢ gehenden, auf der Zeichenebene senkrechten 
Ebene auseinander hervor. Nun sind aber die Winkel «, und a, gleich, weil 
sie beide B zu _ erganzen. a, und «, dagegen sind gleich als Peripherie- 
winkel tiber dem gleichen Bogen. 

Durch die stereographische Projektion entsprechen den Kreisen und Ge- 
raden der komplexen Ebene die Kreise der Kugel.1) Denn die Gleichung der 
Kugel wird et yt fay 


| 
: 
; 
: 
i 


und die Gleichung des projizierenden Kegels eines ebenen Kreises wird 


a+ yt + 2ax(f—1) + 2by(E—1) + e(f—1)?=0. 


1) Auch geometrisch ist der Beweis leicht zu erbringen. Siehe z. B, M. GroB- 
mann: Darstellende Geometrie, Leipzig 1915, S, 47/48, . 
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Dabes liegt die Schnittkurve beider in der durch Subtraktion echalhenen 
Mache, (1 — @) + 2an(6— 1) + 2by(6—1) + e(G—1)'=0 
Diese zerfallt aber in den Nordpol = 1 und eine Ebene 

1+ €— 2ax— 2by+c(1—f) =0. 

DaB umgekehrt die Kugelkreise wieder ebene Kreise liefern, erkennt 
man daraus, da in der letzten Gleichung alle Ebenen enthalten sind, die 
nicht durch N gehen. Die Kreise durch den Nordpol selbst aber gehen 
in die geraden Linien der komplexen Ebene iiber. 


§ 3. Die allgemeine lineare Funktion. 


, . _ az+b 
Die Funktion a aa 


hangt nur dann von ¢ wirklich ab, ist also nur dann keine Konstante, 
wenn Zahler und Nenner einander nicht proportional sind. Die notwendige 
und hinreichende Bedingung dafiir ist die, daB die Determinante ad — be 
nicht yerschwindet. Dies wollen wir weiterhin annehmen, Ziahler und 
Nenner der linearen Funktion kénnen dann also nicht gleichzeitig ver- 
schwinden. 
Die Funktion w= 22+? 
czt+d 
iiberall da, wo der Nenner nicht verschwindet. Eine besondere Betrachtung 
ist nur im Unendlichfernen nétig. Nach den Festsetzungen des vorigen 
Paragraphen hat man dazu die Funktion 


w(2)= 243 bei z= 0 


zu betrachten. Wenn also c nicht verschwindet, d.h. wenn keine ganze 
lineare Funktion vorgelegt ist, so ist sie auch bei co noch analytisch und 
hat da den endlichen Grenzwert <. Ist aber c= 0, so wird der Grenz- 
wert oo. Wir wollen dann sagen, sie habe bei oo einen einfachen Pol. 
Hin einfacher Pol liegt auch an der Stelle af vor, wo der Nenner ver- 
schwindet. Wir wollten namlich (vgl. S. 49) stets sagen, eine Funktion / (z) 
besitze an einer Stelle « einen Pol, wenn die reziproke Funktion Gi an 
dieser Stelle den Grenzwert Null hat, wihrend f(z) und A in der Um- 
gebung der Stelle durchweg eindeutig und analytisch sind. Da nun aber 
bei unserer nichtkonstanten linearen Funktion Zaihler und Nenner nicht 
ee eazeiig verschwinden kénnen, so ist tatsichlich die reziproke Funktion 
bei — “ Null. An einer Polstelle besitzt also die Funktion den Grenz- 


wert oo, Wir wollen sogar sagen, sie nehme da den Wert oo an. Diese 


ist eine eindeutige analytische Funktion 


: 
. 
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Verabredung rechtfertigt sich, wenn wir jetzt die Umkehrungsfunktion be- 
trachten, Eine einfache Rechnung liefert 
7 —dw+b ; 
+ cw—a 
Man sieht also, daB die Umkehrungsfunktion wieder eine lineare Funktion 
ist. Ihr Nenner verschwindet gerade an der Stelle <; die wir als Wert 


von w (zg) bei ¢ = oo gefunden hatten. Alles in allem erkennen wir so, 
dap eine lineare Funktion eine umkehrbar eindeutige winkeltreue Abbildung 
der vollen z-Ebene auf die volle w-EHbene leistet.~ Es ist uns bequemer, 
wieder w und z als Koordinaten verschiedener Punkte derselben Ebene zu 
deuten, so daB wir es also mit einer Abbildung der z-Kbene auf sich zu 
tun haben. Den Verlauf dieser Abbildung wollen wir uns nun etwas naher 
ansehen. Man kann dazu die Bemerkung verwerten, daB man die all- 
gemeine lineare Abbildung durch mehrere nacheinander ausgefiihrte Ab- 
bildungen der in den vorigen Paragraphen betrachteten Arten gewinnen 
kann. Doch ist es zweckmiaBiger, einen anderen Weg einzuschlagen. 

1. Hs gibt hochstens zwei Punkte, welche bei der Abbildung festbleiben. 
eee Z£= aa oder cz?+ (d—a)z—b=0 
sein. Die festbleibenden Punkte, Fixpunkte genannt, welche also einer 
quadratischen Gleichung geniigen, will ich mit A und B bezeichnen und 

a—d a—d)’?+4be a—d—Y(a—d)?+ 4 be 
oe bas ee = ACE + 


setzen. Das sind im allgemeinen zwei verschiedene Punkte. Sie fallen in 
einen einzigen zusammen, den ich dann mit A bezeichnen will, wenn 
(a—d)?*+4bc=0 ist. Dann sage ich, es liege eine parabolische lineare 
Funktion vor. Die in den vorigen Paragraphen betrachteten Funktionen 
besaBen alle auBer der Parallelverschiebung zwei verschiedene Fixpunkte. 
Nur diese hatte als einzigen Fixpunkt oo. Das fiihrt uns zu der Be- 
merkung, dafs man den Punkt Unendlich noch stets darauf zu untersuchen 
hat, ob er Fixpunkt sein kann oder nicht. Diese Frage beantwortet sich 
aber leicht dahin, daB dies nur bei ganzen linearen Funktionen, und zwar 
da stets eintritt. Denn wenn das c des Nenners nicht verschwindet, so 


nimmt die Funktion bei co einen endlichen Wert “ an. Ist aber die 


Funktion ganz, so verwandelt sich die quadratische Gleichung der Fixpunkte 
in eine lineare, so daB dann also héchstens ‘noch ein einziger endlicher 
Fixpunkt hinzukommt. Gar kein endlicher Fixpunkt tritt bei der ganzen 
linearen Funktion w=az-+6 dann und nur dann auf, wenn a= 1 ist, 
also eine Parallelverschiebung vorliegt. 


a 
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_ 2. Das System der Geraden und Kreise der komplexen Ebene geht in 
sich tiber: Genau wie im vorigen Paragraphen geht man zum Nachweis 
von der gemeinsamen Gleichungsform 
ase+ Be+ p2z+y=0 
der Geraden und Kreise aus und trigt hier 
—dw+b 

eter sete 
ein. So findet man wieder Geraden und Kreise. Leicht erkennt man noch 
Insbesondere, daB die z-Geraden in w-Kreise durch < tibergehen, und daf 
die z-Kreise durch a die w-Geraden liefern. Man mu8 sich nur er- 
innern, daB wir die Geraden als Kreise durch den unendlichfernen Punkt 
auffassen wollten. ‘ 

3. Zwei Kreisbiischel (Fig. 21) spielen bei jeder linearen Funktion eine 
besondere Rolle. Wir betrachten zunichst den Fall zweier verschiedener 
Fixpunkte. Man sieht leicht ein, 
da8 das Biischel der Kreise durch 
die beiden Fixpunkte in sich itiber- 
gefiihrt wird. Ob dabei die Kreise 
einzeln festbleiben oder sich im 
Biischel vertauschen, steht dahin. 
Beide Falle kénnen eintreten. So 
fiihrt ja die Streckung w= fz die 
Kreise (das sind hier die Geraden) 
durch Null und Unendlich einzeln 
in sich iiber, wahrend die Drehung 
um den Nullpunkt dieselben ver- 
tauscht. Die zu diesem Biischel 
senkrechten Kreise bilden bekannt- 
lich gleichfalls ein Biischel, das 
wegen der Winkeltreue der Ab- 
bildung nun gleichfalls in sich tiber- Fig. 21, 
geht. Wieder kénnen die ent- 
sprechenden beiden Fille eintreten. Man denke nur an Drehung und 
Streckung mit den Fixpunkten 0 und oo. Wir nehmen nun an, es 
liege eine lineare Abbildung w= w(z) mit den Fixpunkten A und B 
vor. Ich nehme eine zweckdienliche Abbildung der beiden Hbenen 


w und gz vor. Ich setze naimlich w, = sa und #4 = 5 So gehe 
ich zu einer neuen Ebene iiber, in welcher ich w, und 4, deute. Die 
beiden Punktreihen w, und 2, gehen wieder durch eine lineare Abbildung 
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auseinander hervor. Ihre Fixpunkte sind Null und pie Ich erhalte 
namlich diese Abbildung, indem ich erst durch 4,= — R zur g- bene 
iibergehe, in dieser dann die Abbildung w= w (z) ausfiihre und endlich 


durch w,= =e zur w-Ebene zuriickgehe. Beim ersten Schritt gehen 
w— 


Null und Unendlich in A und B tiber, beim zweiten Schritt bleiben diese 
Punkte fest, wahrend sie der dritte wieder in 0 und oo zuriickfiihrt. Da 
also die Abbildung der z,-Hbene auf die w,-Ebene oo festlaBt, so wird sie 
durch eine ganze lineare Funktion vermittelt. Da sie dazu noch fiir 2,= 0 
verschwindet, so ist sie von der Form w,= 4, Tragen wir.hier wieder 
die Ausdriicke von w und ¢ ein, so sehen wir, da8 man jede lineare Ab- 
bildung auf die Form ee & gNeA 


Wee Ro eB 


bringen kann. Hier gilt es nun noch, g durch die urspriinglichen 
Koeffizienten a, b, c, d auszudriicken. Wir. wissen, daB der Wert z= 0 


den Wert w= liefert. Tragen wir dies in’ die gefundene Normalform 
ein, so haben wir B b—Ad 
OC” A b= Be? 
also nach leichter Umrechnung 
_atd—-VO— Fae 
a+d+YV(a—d)?+4be 


Dieses 9g kann nun positiv reell sein, es kann den Betrag Eins haben oder 
endlich beliebig komplex sein. Im ersten Falle liegt eine Verallgemeinerung 
der Streckung vor, welche wir hyperbolische Abbildung nennen wollen. Die 
Verallgemeinerung der Drehung im zweiten Fall heiBt elliptische Abbildung. 
Der letzte ist der loxodromische Fall. Wéihrend es nimlich in den beiden 
ersten Fallen immer ein Biischel von Kreisen gibt, die bei der Abbildung 
einzeln festbleiben, gibt es bei der loxodromischen Abbildung nicht einen 
einzigen solchen Kreis. Denn die loxodromische Abbildung ist eine Dreh- 
streckung, wenn wir z. B. auf den Fall der Fixpunkte Null und Un- 
endlich betrachten. Kurven also, die in sich tibergehen sollen, miissen bei 
einer solchen Drehstreckung in sich verschoben werden. Dies ist aber bei 
keinem der Kreise der Fall, wohl aber bei gewissen logarithmischen Spiralen, 
die auch Loxodromen heiBen. Es sei eine Aufgabe fiir den Leser, dies 
niher durchzufihren. 

Eine 4hnliche Untersuchung kann man nun auch bei den parabolischen 
Funktionen vornehmen. Man kann auch hier den einzigen Fixpunkt A 
durch die Abbildung 1 


w, = —— 
1” w—A 


1 
ae et 


‘ 
3 
. 
; 
: 


§ 3. Die aligemeine lineare Funktion 57 


nach Unendlich bringen. Dann wird aus der Abbildung eine Parallel- 
verschiebung. Sie fiihrt diejenigen Geraden einzeln in sich tiber, welche 
zur Bewegungsrichtung parallel sind, und vertauscht diejenigen Geraden 
miteinander, welche zur Bewegungsrichtung senkrecht sind (oder sonst 
einen bestimmten Winkel gegen dieselbe bilden). Aus diesen beiden 
Geradenbiischeln werden nun zwei Kreisbtischel durch den einzigen Fix- 
punkt A. Die Kreise des einzelnen Biischels beriihren sich im-Fixpunkt. 
Als Normalform der parabolischen Abbildung ergibt sich dabei 


1 1 
w— A ina z—A ES C. 


_ Die Ausrechnung von C durch die urspriinglichen Koeffizienten a, b, ¢, d 
lhiefert ae 

a+d 
Die Tangentenrichtung des Biischels der einzeln festen Kreise findet man 
am besten dadurch, daB man auf die Gerade durch 0 und C die Ab- 
bildung aes 4 < 
ausiibt. Man erhilt ja dabei unmittelbar die jenem Biischel angehérige 
Gerade, die dann von allen anderen Biischelkreisen in A beriihrt wird. 
Die nahere Durchfiihrung ist eine niitzliche Aufgabe fiir den Leser. 

4. Die linearen Funktionen bilden eine Gruppe. D.h.: Wenn w= 1,(2), 
W,=1,(w) zwei lineare Funktionen sind, so ist nach einer leichten 
Rechnung auch /,{1,(z)} eine lineare Funktion. Wie es in der Gruppen- 
theorie iiblich ist, schreiben wir /,-1, kurz als Zeichen fiir diese Funktion, 
die also von J,-/,=J1,{1,(2)} wohl zu unterscheiden ist. Die oben schon 
eingefiihrte lineare Umkehrung von w = ((z) wird mit /—' bezeichnet. 


5. Die lineare Funktion w= ee ist vollig bestimmt, wenn man die 


Werte kennt, welche sie fiir drei verschiedene z2-Werte annimmt. Auch 
kinnen fiir drei beliebige Werte 2 die zugehorigen Werte w beliebtg vor- 


gegeben_ werden. 
Zuniachst leuchtet nimlich ein, daB die lineare Funktion 


22 er ee 
By “pa 
fir z= «a, B, y die Werte w,=0,1, 0c annimmt. Ebenso nimmt 
Siw Al BC 
wit 201 BA 


fiir w= A, B, C die Werte w,=0,1, 00 an. Lést man daher die eae 
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nach w auf, so erhalt man eine lineare Funktion, welche fir z= a, B, y 
die Werte w= A,B,C annimmt. Die so gefundene Funktion ist die 
einzige ihrer Art. Denn gibe es zwei verschiedene 


w = 1(2) 
und w =1,(2), 
so muBte fir z= a, B,y, also fiir drei verschiedene Werte, die Gleichung 
z=I;1{I(z)} erfiillt sein. Nun ist aber L{I(¢)}= aoe selbst linear. 


Daher miiBte die Gleichung 
c2i+ (d—a)ze—b=0 


fiir die drei verschiedenen Werte z= a, B, y erfiillt sein. Daher ist a = d, 
b =c=0. Daher ist -*(U(2))= 2. Daher I(z)=1,(2). 
Die oben angegebene Gleichung 
w—A B—C z—e« p-—e@ 


oO (Bi Baye yey 


lehrt gleichzeitig, daB die vier Punkte 2, a, 6, y das gleiche Doppelverhaltnis 
haben wie die vier Bildpunkte w, A, B,C. Also: 

Das Doppelverhiltnis ist eine Invariante der linearen Abbildung. 

6. Der Kreis durch a, 8, » geht bei der Abbildung in den Kreis durch 
A, B, C iitber. Wegen des umkehrbar eindeutigen und stetigen Verhaltens 
der Abbildung mu8 dabei gleichzeitig das Innere des Kreises durch a, B, y 
entweder in das Innere oder in das AuBere des Kreises durch A, B, C iiber- 
gehen. Das Innere oder das AuBere kommt heraus, je nachdem ob der 
Kreis durch «a, B, y den Pol der Abbildungsfunktion 


_ a2+ 6 


eg 


ausschlieBt oder umschlieBt. Bei der Abbildung muf weiter der in der 
Richtung von «@ tiber 6 nach y durchlaufene Kreis in den in der Richtung 
von A tiber B nach C durchlaufenen Kreis 
tibergehen. Das folgt wieder aus der Hin- 
deutigkeit und Stetigkeit der Abbildung. Liegt 
dann aber das Innere des Kreises durch a, B, y 
links von der Durchlaufungsrichtung, so muB8 
auch das Bild des Inneren links von dem Bild 
J, der Durchlaufungsrichtung, also von der Rich- 
tung A, B, C liegen. Das folgt aus der Winkel- 
treue der Abbildung. Dabei mu8 namlich der 
Winkel » der Fig. 22a entweder in den der 


Fig. 22a. _ ‘Fig. 22b oder den der Fig. 22c iibergehen. 


: 


oe ee 
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Der Fall der Fig. 22a entspricht der Abbildung auf das Innere. Im 
Falle der Fig. 22b erfolgt die Abbildung auf das AuBere. 

Zu den Kreisen gehdren als Spezialfall die Geraden. Daher ist 
es méglich, das 
Innere eines 
Kreises auf eine 
jede der beiden 
von einer Gera- 
den bestimmten 
Halbebenen ab- 
zubilden. Z. B. 
soll der Kreis 
|w|<1 auf die 
obere Halbebene, 
d.h. auf 3(z) >0 
abgebildet werden kénnen. Man hat dazu nur etwa die lineare Funktion 
so zu wahlen, daB sie fiir z= 0, 1 co die Werte w=—i, 1,7 annimmt. 
Daher leistet die Funktion 


ae be 


A 
Fig. 22b. 


—2z+72 
: == lso == = 
w—t 1+% tww+l eee awz—1 ! 


die gewiinschte Abbildung. In der Tat wird ja auch z=i fiir w=0, 
wahrend die Funktion fiir reelle z den Betrag Eins erhilt. 

Fiir die weitere Behandlung derartiger Abbildungen ist die folgende 
Bemerkung von Nutzen. Bei der Abbildung zweier Kreise aufeinander 
gehen inverse Punkte in inverse Punkte tiber. Ist aber der eine Kreis ins- 
besondere eine Gerade, so iibernehmen die spiegelbildlichen Punkte die Rolle 
der inversen. 

Wegen dieser Higenschaft der inversen Punkte nennt man die Inversion 


auch Spiegelung am Kreise. Dabei versteht man bei einem beliebigen 


Kreist unter inversen Punkten z und z’ zwei Punkte, die durch die Kon- 
struktion der Fig. 4 8.11 auseinander hervorgehen. Ist also A der Radius 
des Kreises, 0 sein Mittelpunkt, so gilt fiir die Entfernungen | Oz| und | O7’ | 
die Relation | Oz| $ | Oz' | sn? 


Die Behauptung iiber die Invarianz der inversen Beziehung bei linearer 
Abbildang ist leicht zu beweisen. Man mu8 nur beachten, daf inverse 
Punkte die Grundpunkte eines Biischels von Kreisen sind, die den Inver- 
sionskreis senkrecht durchsetzen, und daB jeder zu K senkrechte Kreis aus 
lauter Punktepaaren besteht, die zueinander an diesem Kreis K invers sind. 
(Vgl. S. 47.) Hin Biischel zu K senkrechter Kreise geht aber bei der Ab- 


Bieberbach, Funktionentheorie I 5 


= 
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bildung von K auf K' in ein Biischel von Kreisen iiber, die K' senkrecht 
durchsetzen. . Aus dem inversen Grundpunktepaar des einen Biischels wird 
aber das Grundpunktepaar des anderen Biischels, also nach dem eben Ge- 
sagten ein paar inverser Punkte. Ist aber der eine Kreis insbesondere eine 
Gerade, so sind die Grundpunkte des Orthogonalbiischels symmetrisch zur 
Geraden. Soll also namentlich bei der Abbildung der-Halbebene 3(2) >0 
auf den Kreis |w|<1 der Punkt z=a in w= 0 iibergehen, so muf der 
spiegelbildliche Punkt z= a@ in den zu w= 0 inversen w= oo iibergehen. 
Daher muB die betreffende lineare Abbildungsfunktion fiir z= a ver- 
schwinden und fiir z= einen Pol haben. Hier muB also ihr Nenner 
verschwinden. Daher hat die Funktion die Gestalt 


_ o@— a) 


cf 
esa 
Hier muB aber | |= 1 sein. Denn fiir reelle z= 72 soll 
| $@— @) aif 
| 8 (a@ — &) 
sein. Da aber schon ed 5 | 
a 
ist, so muff auch S\=1 sein. Daher kann man’) 
0 Sle 
fe ea: 


setzen, und so wird tatsachlich w von der Form 


SL 2 
< sae he (3 (;) = 0) 

und dies ist also die allgemeinste Funktion, welche §(z) >0 auf |w/<1 
abbildet. | 

_ %, Es ist auch leicht die allgemeine Gestalt einer linearen Abbildung an- 
zugeben, welche den LEinheitskreis in sich iiberfiihrt. Zihler und Nenner 
miissen namlich in inversen Punkten verschwinden. Daher mu die Ab- 
bildung von der Form z—a 


fon Fra) 


1) In der Tat kann man ja jede komplexe Zahl vom Betrag Eins als Quotient — 
zweier konjugiert komplexer Zahlen darstellen. Ist nimlich 


r) 
~~ = cos a+ isin 9, 


80 gentigt es a=F (cos ~ + 7 sin 5) 


zu gsetzen, wie man leicht nachrechnet, 


~ 
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sein. Hier mu8 aber noch f den Betrag Kins haben. Denn fiir | z | =o 
mu die Funktion den Betrag Hins erhalten. Nun ist aber 
Sore; bap 043: ate § 
je—a|=|g—a@|=|>|2-2|=|1 a4 =|1—é@z|=|a2—11,. 
Denn wegen |z|=1 ist 27 = 1, also z= = Daher muB auch | B| = 1 sein. 


Wir bringen nun wieder f auf die Form < und sehen somit, daB die all- 
gemeinste lineare Abbildung des Hinheitskreises auf sich in der Form 


__az—b 


‘be—a 
geschrieben werden kann. Fiihrt diese aber nun auch das Innere in das 


Innere tiber? Dazu ist offenbar notwendig und hinreichend, daB die Null- 
stelle des Zahlers dem Inneren des Hinheitskreises angehért. Dazu mu 


_ aber I <1 oder ad—bb>0 sein. 


Also ist w= oak 
bz—a 
mit aa—bb>0 


die allgemeinste lineare Abbildung des Einheitskreises auf sich. 


Der Leser mége hieraus erschlieBen, daB die Drehungen um z= 0 die 
einzigen linearen Abbildungen sind, die |z|<1 in sich tiberfiihren, und 
dabei z = 0) festlassen. 

8. Noch leichter ist es, die Abbildungen der oberen Halbebene auf sich 
anzugeben. Die einzigen Abbildungen der oberen Halbebene auf sich sind 


_ im der Form az+b 


 * 
x 


" 
7 


mit reellen Koeffizienten und positiver Determinante ad — be enthalten. 

DaB man die Koeffizienten stets reell annehmen kann, sieht man, wenn 
man die Stellen «, B, y der reellen z-Achse heranzieht, welche in die 
Punkte w= 0, 1, oo iibergehen sollen. Dann kann man nimlich die Ab- 
bildung so schreiben: ate ee 


z—y pPp—a 
DaB die Determinante positiv sein mu, erkennt man, wenn man beachtet, 
daB z= 7 in einen Punkt mit positivem Imaginarteil tibergehen muB. Man 
rechnet nimlich leicht aus, daB 
s(t) = stes 
wird, daB also ad—be>0 
sein muB, wenn der Imaginiarteil positiv sein soll. - 


5* 
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9. Die Kugeldrehungen sind winkeltreue Abbildungen der Kugel auf 
sich. Durch die winkeltreue stereographische Projektion werden aus ihnen 
winkeltreue Abbildungen der Ebene. Dieselben haben diametrale Fixpunkte 
und fiihren das Kreisbtischel durch dieselben in sich tiber, so wie die Kugel- 
drehungen die GroSkreise durch die Endpunkte der Drehachsen ineinander 
iiberfthren. Sie fiihren weiter das zu diesem senkrechte Biischel Kreis fiir 
Kreis in sich tiber. Daher liegt die Vermutung nahe, daB den Kugel- 
drehungen in der Ebene Abbildungen durch elliptische lineare Funktionen 
entsprechen. Diese haben ja tatsachlich die gewiinschte Higenschaft bei 
ihrer Ubertragung auf die Kugel. Sie fiihren jeden GroSkreis in einen 
anderen iiber, der mit ihm einen bestimmten Winkel einschlieBt, und fihren 
die dazu senkrechten ,,Breitenkreise“ einzeln in sich iiber. Das sind also 
tatsichlich Kugeldrehungen. Um ihren analytischen Ausdruck zu finden, 
beachten wir, daB ja auch Nord- und Siidpol der Kugel bei der Drehung 
aus diametralen Punkten hervorgehen miissen. Daher miissen Zahler und 
Nenner der linearen Funktion in diametralen Punkten verschwinden. Sie 
‘hat also nach 8.52 die Form Sy fo 

az+1- 
Nun mu8& aber weiter aus jedem diametralen Punktepaar (4 = 5) 


durch Kugeldrehung wieder ein diametrales Punktepaar werden. Daher mu8 


Z2—a 1 —ea+z 
az+1 B —1—az - 
d d z— — 
sein Nun ist aber eee ge ae Pe 
g@ze+1 —1—«az 


Daher mu auch 66 =1 sein. Ich schreibe wieder B = So sieht man: 


Alle Kugeldrehungen sind von der Form 


ai{ 8 


Ge az—b- 
LaSs ae 


Bemerkungen. 1. Man kann stets die Abbildung des Hinheitskreises 
auf sich so bestimmen, daB ein gegebener Punkt P des Inneren in einen 
anderen gegebenen Punkt P' des Inneren iibergeht, und daB ein gegebener 
Peripheriepunkt g in einen anderen gegebenen Peripheriepunkt ' iiber- 
gefiihrt wird. Denn man kann etwa zuniichst durch eine Drehung P auf 
den Durchmesser yon P' bringen. Dann wihlt man eine hyperbolische 
Abbildung, deren Fixpunkte in den Enden dieses Durchmessers liegen der- 
art, da der eine Innenpunkt in den anderen P! iibergeht. Jede solche 
hyperbolische Abbildung fiihrt ja den Durchmesser und den Einheitskreis 
in sich tiber. Das Streckungsverhiltnis kann aber stets so gewahlt werden, 
daB unser Wunsch erfiillt wird. Bei diesen beiden Abbildungen ist nun 
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aber der gegebene Peripheriepunkt p in irgendeine Lage gy" gelangt. Man 
fiihrt daher nun endlich noch eine elliptische Abbildung aus, deren Fix- 


punkt der nun gliicklich erreichte Innenpunkt P’ ist und der gp" nach g! 


schafft. Damit ist man am Ziele. Die nihere Durchfihrung dieser An- 
deutungen sei dem Leser iiberlassen. 

2. Unsere Betrachtungen lehren auch, daB die Abbildungen durch 
lmeare Funktionen gebietstrew sind. Sei nimlich irgendein Gebiet gegeben, 
welches zunichst den Pol der Funktion nicht enthalten médge, so wird aus 
jeder um einen Gebietspunkt gelegten Kreisfliche eine Kreisflache um den 
Bildpunkt und aus jeder stetigen Kurve, welche zwei Gebietspunkte ver- 
bindet, eine stetige Verbindungslinie der Bildpunkte. Enthalt aber das 
gegebene Gebiet den Pol, so wird aus einer Kreisfliche um den Pol das 
Aufere einer gewissen Kreisfliche der Bildebene, also eine Umgebung des 
Punktes co der Bildebene. Wir kénnen daher auch in diesem Falle die 
Abbildung gebietstreu nennen, wenn wir verabreden, eine den Punkt co 
enthaltende Punktmenge ein Gebiet zu nennen, wenn fiir alle endlichen 
Punkte die iibliche Gebietsdefinition erfiillt ist (S. 21), und wenn sie aufer- 
dem das AuBere eines gewissen Kreises voll enthiilt. 

Man sieht daher, da8 man unsere Gebietsdefinition auf 8.21 wértlich 
aufrechterhalten kann. Man mu nur fiir den unendlichfernen Punkt die 
Begriffe stetige Kurve und Umgebung, die in der Gebietsdefinition vor- 
kommen, in der 8. 49 angegebenen Weise erkliren, so wie dies der De- 
finition des unendlichfernen Punktes entspricht. 

Jetzt wird es auch méglich, von einem unendlichfernen Randpunkt zu 
reden, so daB nun jeder — nicht nur jeder endliche — Bereich Rand- 
punkte besitzt — es sei denn, daf er aus der Vollebene besteht —, und 
daB stets diese Randpunkte eine abgeschlossene Menge bilden. Man denke 
nur immer an die entsprechenden Verhiltnisse auf der Kugeloberfliche. 


§ 4. Potenzen und Wurzeln. 

Nach den linearen Funktionen bieten sich als einfachste analytische 
Funktionen die Potenzen dar. Wir werden die Potenzen mit ganzzahligem 
positiven Exponenten m und mit gebrochenem Exponenten *; wo ” ganz- 
zablig ist, betrachten. Die Umkehrungsfunktion von w= 2” ist namlich 


z= Vw. Wir beginnen mit der eindeutigen der zwei Funktionen, also 
mit w=", und betrachten sie zunichst fiir endliche z. Uberall ist die 


Funktion differenzierbar, also analytisch. Uberall ist die Ableitung von 


Null verschieden, auBer bei z= 0. Uberall ist also die durch w=” ver- 
mittelte Abbildung winkeltreu. Nur die Stelle = 0 macht eine Aus- 


2 ei 
4 
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nahme. Den niheren Verlauf der Abbildung iibersehen wir am besten, 
wenn wir wieder, wie bei w= —}, Polarkoordinaten einfiihren. Wir setzen 


also |wl|=o, agw=9%, |¢|=7, argz=Q. 

Dann wird o=r", F=myp 

der Ausdruck der Abbildung in Polarkoordinaten. Zwei Kurven also,- die 
sich in =O unter dem Winkel ~ schneiden, werden auf zwei Kurven ab- 
gebildet, die sich in w= 0 unter dem Winkel my schneiden. Also nicht 
winkeltreu ist die Abbildung bei z= 0, sondern alle Winkel werden da 
ver-m-facht. Aus der positiven reellen Achse der z-Ebene wird die posi- 
tive reelle Achse der w-Ebene. Lassen wir einen Speer von der positiven 
reellen Achse ausgehend im positiven Sinne sich um den Winkel p drehen, 
so beschreibt sein Bildspeer in der w-Ebene den m-fachen Winkel. Hat 
sich also der Speer in der z-Ebene um a gedreht, so hat der Bildspeer 
bereits einen ganzen Umlauf vollendet. Also auch der Speer g = as der 
z-Hibene erscheint auf die positive reelle Achse der w-Hbene abgebildet. 
Der von den beiden Speeren p =O und p= ae begrenzte Winkelraum, 
welchen der Speer bei seiner Drehung tiberstrichen hat, erscheint also auf ' 
die volle w-Ebene abgebildet. Dreht sich nun der Speer in der z-Hbene 
noch weiter, so iiberstreicht der Bildspeer aufs neue die w-Hbene, und 
zwar so, daB alle Speere, deren Richtungen sich nur um  Vielfache von 
ae unterscheiden, auf denselben Speer der w-Ebene abgebildet erscheinen. — 
Hat so der z-Speer einen zweiten Winkelraum der Offnung “* bestrichen, 
so hat der w-Speer gerade seinen zweiten Umlauf vollendet. Lassen wir 
also den z-Speer einmal die volle z-Ebene tiberstreichen, so wird die 
w-Ebene genau m-mal von den Bildspeeren iiberdeckt. Punkte also von 
gleichem absoluten Betrag, deren Argumente sich um Vielfache von “3 
unterscheiden, liefern denselben Bildpunkt in der w-Ebene. Darin liegt 
ausgesprochen, daB die Umkehrungsfunktion z= Vw m-deutig ist; sie 
nimint fiir jedes wm Werte von gleichem absoluten Betrag an, deren Ar- 
gumente sich um Vielfache von “2 unterscheiden. Die entsprechenden 
Punkte der z-Ebene bilden also gerade die m Hcken eines reguliren m-Ecks. 
Diese m Bestimmungsweisen stehen nun aber nicht unvermittelt neben- 
einander wie etwa die beiden Werte der Quadratwurzel im Reellen. LaBt 
man vielmehr den Punkt w m-mal nacheinander einen Kreis um w= 0 
beschreiben, la8t man alsd arg w stetig um 2 2 m wachsen, so kommen ganz 
von selbst die m Bestimmungsweisen der m-ten Wurzel zum Vorschein. 
Diese Bestimmungsweisen erscheinen so als m Zweige derselben Funktion. 


* 
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Es ist nun miflich, daB die m Bilder der m Zweiecke der z-Ebene in 
derselben w-Ebene gedeutet werden, so daB man zwar begrifflich diem 
Bilder unterscheiden kann, wiihrend sie anschaulich keine Unterscheidung 
aufweisen. Dem hilft man nach Riemann dadurch ab, daB man sich den 
m Bildern entsprechend die w-Ebene in m Exemplaren vorstellt. In jedem 
bringt man das Bild eines der m Zweiecke zur Darstellung. Man kann 
sich nun diese Hbenen den m Zweiecken entsprechend fortlaufend nume- 
rieren. Man kann sie sich auch der Reihe nach iibereinander legen und 
so miteinander verbinden, wie die m Zweiecke miteinander verbunden sind. 
Das kann man sich dann etwa nach Art einer Schraubenfliche vorstellen. 
Nur ist dann die zuletzt erhaltene positiv reelle Achse-des m-ten Blattes 
an die zuerst erhaltene positiv reelle Achse des ersten Blattes anzuheften. 
Das mag fiir die materielle Ausfiihrung in Karton schwierig sein. Leichter 
geht das schon, wenn man das Modell nach dem Vorschlag des Herrn 
Hellinger hakeln la8t. Aber ganz abgesehen von dem allem treten in der 
Flachentheorie und in der darstellenden Geometrie so oft Selbstdurch- 
dringungen auf, daB ein solches Vorkommen kaum der Vorstellung ernst- 
liche Schwierigkeiten machen diirfte. Zudem wird es die Anschaulichkeit 
der Vorstellung erhéhen, wenn sich der Leser vergegenwirtigt, wie der 
vorhin herangezogene Speer bei seiner m-maligen Umlaufung des Punktes 
w= 0 gerade eine Flache bestreicht, welche m-mal die ganze w-Hbene 
bedeckt. 

Wir sind damit zum ersten Male auf einen mehrblattrigen Bereich ge- 
stoBen. Diese spielen in der Funktionentheorie eine grofe Rolle. Gleichzeitig 
haben wir damit wieder eine Erweiterung der auf S. 21 gegebenen Bereich- 
vorstellung vor uns.') Dort waren ja nur einblittrige Bereiche vorgesehen. 
Zum Unterschied von den jetzt eingefiihrten mehrblittrigen Bereichen wollen 
wir jene einblattrigen fortan schlicht nennen. Hin mehrblattriger Bereich 
mu8 ganz und gar nicht wie im bisher behandelten 
Beispiel einen Windungspunkt aufweisen. Es ist még- 
lich, daB die Umgebung eines jeden Bereichpunktes 
schlicht ist, wahrend man doch um den Punkt w = 0 
unserer Riemannschen Flache keine schlichte Um- 
gebung abgrenzen kann. Hin derartiges Beispiel 
einer zweiblittrigen Fliche ohne Windungspunkt 
- geigt Fig. 24, wahrend Fig. 23 die Umgebung von 
w=0 im Beispiel der Funktion /w aufweist. In 
Fig. 24 greift also bei B eine ,,Zunge“ des Bereiches tiber ein anderés 
Stiick desselben Bereiches hiniiber. Die (unendliche) Flache der Fig. 23 


1) Wir werden sie nachher noch bestimmter begrifflich fassen. 
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heiBt Riemannsche ae idche der Funktion t= Vw. Misenea heiBt a in 
diesem Paragraphen eingefiihrte Flache Riemannsche Fliche der Funktion 
Vw. Auf dieser Flache ist die Funktion j/w eine eindeutige Funktion des 
Ortes. Denn die m Werte, die ‘Vw beim gleichen w annimmt, haben wir 
in den m Blattern zur Deutung gebracht. Aber 
wir haben sie nicht willktirlich auf die m Blatter 
verteilt, sondern nach einem verniinftigen Plan, 

nimlich so, daB sich z mit w stetig dndert. 
Betrachten wir die Umgebung irgendeines von 
w= ( verschiedenen Punktes der Riemannschen 
Flache, also irgendeinen Kreis, der w= 0 nicht 
pie enthalt. In ihm ist Vw eine eindeutige Funktion. 
In jedem in den anderen Blattern der Riemannschen Flache tiber diesem 


liegenden Kreis ist gleichfalls die Vw eindeutig erklart. Aber die Werte 
in den m tibereinander liegenden Kreisen sind voneinander verschieden. 


Bei Yw unterscheiden sie sich durchs Vorzeichen, bei Vw gehen sie 
durch Multiplikation mit den m-ten Hinheitswurzeln auseinander hervor, 
das ist mit den m Wurzeln der Gleichung #7—1=0. Diese sind 


h2x piace: 1b 30 
cos —— +7 sin mers = 0, 1---m—1). 


Bei der Deutung in einer Zahlenebene liefern sie also die m Hcken eines 
dem Hinheitskreis einbeschriebenen regularen m-Hcks. 


Ganz anders verhalt sich /w in der Umgebung von w=(0._ Diese 
Umgebung ist, wie sie auch gewahlt werden mag, m-blattrig. Bewegt man 
sich auf der Flache fort, indem man immer iiber demselben w=0O um- 
schlieBenden Kreise bleibt, so erhilt man bei einmaligem, bei zweimaligem 
Umlauf keine auf der Flache geschlossene Kurve. Erst nach m-maligem 
Umlauf kommt man zum Ausgangspunkt zurtick. Bei einmaligem Umlauf 
gelangt. man also von dem einen Wert, den die m-te Wurzel annehmen 
kann, zu einem folgenden und so fort. Bei Ww also erhalt man nach 
einmaligem Umlauf gerade den durchs Vorzeichen unterschiedenen anderen 
Wert der Quadratwurzel, so daB also im Komplexen durch diesen Umlauf 
vereinigt scheint und in Zusammenhang gebracht, was im Reellen un- 
vermittelt und getrennt nebeneinander stand. 


Jeder Zweig der Funktion Vw ist tiberall auBer bei w = 0 differenzierbar. 
Denn legen wir um die betreffende Stelle der Riemannschen Fiche einen w—0 
nicht enthaltenden Kreis, so sondern wir damit einen eindeutigen stetigen 
Zweig der Funktion aus. Ich betrachte nun das Kreisbogenviereck, welches 
diesen Kreis umschlieSt. Es ist begrenzt von zwei Kreisbogen 9, = ri" und 
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02 = rz" und von zwei Speerstiicken 9,= mg, und #,=mg,. Dieses Vier- 
eck geht durch Abbildung hervor aus dem Viereck der z-Ebene, welches 
von r=", T=1;, P=Pi, P= GH. begrenzt ist, Darin liegt beiliufig 


- wieder, da8 die vermittelten Abbildungen gebietstreu sind. Sei nun w =a" 


die Stelle, an der wir ¢ = Vw differenzieren wollen, und a= 0 der Wert, 
den wir da der m-ten Wurzel beilegen wollen, dann sei a die entsprechende 
Stelle der z-Ebene. w= 2z™ aber vermittelt, wie wir wissen, eine schlichte 
gebietstreue Abbildung einer geniigend kleinen Umgebung dieser Stelle. 
Somit sind die S. 34 bei der Differentiation der Umkehrungsfunktion ge- 
machten Voraussetzungen alle erfillt. Die Umkehrungsfunktion 


= Vw 


ist differenzierbar, und man findet 


dz 1 Tear; 
= — __ —m 
dw ~~ dw| in 
o=a- ati 
dz| 
‘g=a 
dVw 
. w 1 =e 
und allgemein Les w 
dw m 


Demnach ist Vw differenzierbar. Also ist tatsichlich jeder Zweig der 
Funktion Vw in der Umgebung einer jeden von w= verschiedenen 
Stelle der w-Ebene analytisch. 

Bemerkung: Bei w=0 wiirde man analog sehen, dab der Grenzwert 


you. = unendlich wird, Hier ist also die Funktion nicht differenzierbar. 


Man nennt w= 0 eine singuldre Stelle der Funktion Vw, zum Unterschied 


_ yon den iibrigen Stellen, die man reguldre nennt. Auch die Pole, die uns 


bei den linearen Funktionen begegneten, sind solche singuliren Stellen. Die 
hier auftretende hat noch die Besonderheit, dab in der Umgebung derselben 


’ die Funktion nicht eindeutig erklirt ist. Man nennt eine solche Stelle 


einen Verzweigungspunkt m-ter Ordnung, weil dort m Zweige der Funktion 
in dem Sinne miteinander zusammenhingen, daB man durch Umlaufen 
der Stelle w= 0 von jedem Zweige zu jedem anderen gelangen kann. 
Wir erwahnten vorhin schon kurz, daB die durch w= 2 vermittelte 
Abbildung an allen von z= 0 verschiedenen Stellen gebietstreu ist, insofern, 
als sie jedes um eine solche Stelle gelegte nicht zu groBe Kreishogen- 
viereck auf ein schlichtes Kreisbogenviereck abbildet. Umfaft aber das 


Kreisbogenviereck Argumente, die um mehr als == schwanken, so kommt 


ein nicht schlichtes Kreisbogenviereck zum Vorschein, also ein Bereich von 
der Art des in Fig. 24 gezeichneten. Also auch die Betrachtwng solcher 
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Bereiche ist von zwingender Notwendigkeit fiir die Funktionentheorie. Zu 
einer neuen Erweiterung des Bereichbegriffes zwingt uns die Betrachtung 
der Abbildung in der Umgebung des Punktes z= 0. Aus einer schlichten 
Umgebung des Punktes z= 0 wird die m-fach gewundene Umgebung des 
Punktes w= 0. Soll der Satz von der Gebietstreue hier giiltig bleiben, so 
miissen wir nun weiter unter der Umgebung des Punktes w= 0 eines Be- 
reiches etwas Allgemeineres verstehen, als 5.21 in Aussicht genommen war. 
Wir wollen unter einer Umgebung von w=0 eine ein- oder mehrblatirige 
Punktmenge verstehen, welche durch eine Funktion 2= Vw auf die schlichte 
gewohnliche Umgebung von 2=0 abgebildet werden kann. Analog werde 
unter einer Umgebung des Punktes w =a eines Bereiches eine Punktmenge 
verstanden, welche durch die Funktion z = Vw—a bei passend gewahltem 
ganzzahligen m auf die schlichte Umgebung von z= 0 abgebildet werden 
kann. Unter einem Bereich versteht man dann nach wie vor eine Punkt- 
menge derart, daB jeder Punkt eine Umgebung aus lauter Bereichpunkten 
besitat, und das man irgend zwei Punkte durch eine stetige Kurve aus Be- 
reichpunkten verbinden kann. Hine Erweiterung des Begriffes Umgebung 
war auch schon bei w= = vorgenommen worden. Hier tritt nun auch 
bei ¢=oo noch eine Erweiterung auf gewundene Flichenstiicke hinzu. 
Da wir namlich allgemein unter einer Umgebung des Punktes w= oo das 
durch ¢ = 2 vermittelte Bild einer Umgebung von ¢ = 0 verstehen wollten, 
so ftihrt die Verallgemeinerung des Begriffes Umgebung bei endlichen 
Punkten ganz natiirlich auch zu einer Verallgemeinerung bei w= oo. Hine 
solehe gewundene Umgebung weist ja auch der unendlichferne Punkt der 
Riemannschen Flache von Vw auf. Um festzustellen, welcher Art die 


durch w=" vermittelte Abbildung der Funktion in der Umgebung von 


_#= 0 ist, hat man im Sinne unserer Definition z =+ und w =+ elnzu- 
_fiihren. Dann wird r=?" Also ist die Unigebung von w= oo auf der 


. oe ™ )— . . 
Riemannschen Fliche von Yw genau so gewunden wie die Umgebung von 
w = 0. 


§ 5. Der Begriff des funktionentheoretischen Bereiches.*) 

Die voraufgegangenen Hrérterungen tiber die durch Potenzen und Wurzeln 
vermittelten Abbildungen setzen uns nun instand, den Bereichbegriff in 
der Allgemeinheit aufzustellen, in der er fiir die Fuaktionantheggis notig 
ist. Hs geniigt dazu nimlich nicht, Bereiche in dem gewéhnlichen auf 


1) Bei der ersten Lektiire mag der Leser diesen Paragraphen liberschlagen. Er 
kann spiter nach Bedarf darauf zuriickkommen. 


; 
: 
, 
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S. 21 angegebenen Sinne heranzuziehen, selbst dann nicht, wenn man noch 
den Bereichbegriff in der auf 8.49 erdrterten Weise durch Hinzunahme 
eines uneigentlichen unendlichfernen Punktes erweitert. Vielmehr zeigt die 
Betrachtung der durch Potenzen vermittelten Abbildungen, daB es zu eng 
ist, Bereiche zu betrachten, bei welchen jeder Punkt durch seine z-Koor- 
dinate schon eindeutig festgelegt worden ist. Man mu8 statt dessen zu- 
lassen, da jeder oder einzelnen z-Koordinaten mehrere Bereichpunkte zu- 
gehoren, die man dann etwa durch der Koordinate angehingte Nummern 
(2%, z®,---) unterscheiden mag. Unter einem Bereich oder einem Gebiet 
verstehen wir dann wieder eine Punktmenge aus solchen ,,kotierten* Punk- 
ten, welche aber noch gewissen weiteren jetzt anzugebenden Bedingungen 
gentigen mu, wenn sie wirklich ein Recht auf den Namen Bereich oder 
Gebiet oder Flache haben soll. Es sind Bedingungen, die durchaus den 
auf §.21 bei schlichten Bereichen angegebenen entsprechen: die Umgebungs- 
bedingung und die Zusammenhangsbedingung. 

Jedem Punkt a des Bereiches soll eine ganze positive Zahl m und dann 


bei endlichem a die Funktion //z— a, bei unendlichema aber die Funktion 


_ 
1 : ; 2 : 
V4 so zugeordnet werden, daB dieselbe in einer gewissen, den Punkt a 


enthaltenden Teilmenge des Bereiches eindeutig erklart ist und darin alle 
Werte aus einer gewissen {gewdhnlichen) Umgebung von w=0 genau 
einmal annimmt. Dann heift diese Punktmenge eine Umgebung von 4a. 
Wenn m= 1 ist, hat man es also mit einer schlichten Umgebung zu tun, 
und man hat Anschlu8 an die Darlegungen von 8.21. Ist aber m> 1, so 
nennt man a@ eine m-blattrige Windungs- oder Verzweigungsstelle des Be- 
reiches. Jeder Punkt soll eine solche Umgebung besitzen und je zwei Um- 
gebungen desselben Punktes sollen ihrerseits eine Umgebung desselben gemeinsam 
haben. Ohne diesen Zusatz wiirde es z. B. moglich sein, daB zwei Blatter 
des Bereiches einen einzigen Punkt gemeinsam hitten, ohne sich doch um 
ihn zu winden. Aber es liegt nicht in unserer Absicht, solche (zweck- 
losen) Méglichkeiten zuzulassen. Vielmehr haben wir nur die Absicht, einem 
bei Betrachtung der Potenzen zutage getretenen Bediirfnis zu entsprechen. 


Es kommt noch eine Bedingung hinzu. Hine so definierte Umgebung 
soll néimlich zu jedem Punkte b, der ihr angehort, selbst wieder eine (beliebig kleine) 
Umgebung enthalten, welche durch Vz —a auf eine schlichte Umgebung von 


Vb—a abgebildet werden soll. Diese Festsetzung bringt es mit sich, dab 
allen Punkten der Umgebung von a mit eventueller Ausnahme von a selbst 
die Zahl m =1 zugeordnet ist, daB also alle diese Punkte gschlichte Um- 
gebungen besitzen. Die Punkte einer in einer Umgebung von @ enthaltenen 


adil Salad 
a 

a AS bi 

° 
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Umgebung von 6 werden ja durch Ve—a auf eine schlichte Umgebung 


von Vb - =F abgebildet. Diese enthalt also einen Kreis um Vb—a, der 
seinerseits durch die Umkehrungsfunktion z= a-+ w™ schlicht abgebildet 
wird. Diese so von ihm erhaltene Bildmenge macht aber selbst eine Um- 


gebung von b aus, falls der Kreis um /b —a hinreichend klein gewahlt 
ist. Denn nehmen wir zunachst irgendeinen durch a+ w™ schlicht ab- 


gebildeten Kreis K um Vb—a, so gibt es nach unserer Bedingung eine 


Umgebung U von b, die durch Ve—a auf einen Teilbereich von K ab- 
gebildet wird. Diese Umgebung U ist somit eine schlichte Umgebung. 
Denn sie mu® eine Teilmenge des schlichten Bildes von & sein. Dem- 
entsprechend besitzt tatsiichlich 6 schlichte Umgebungen, und diesem Punkte 
ist also tatsichlich die Zahl m =1 zugeordnet, wie wir behaupteten. 

Bemerkung: Der Leser erkennt hier in allgemeinerer Fassung eine 
bei der, Betrachtung der Potenzen beobachtete Hrscheinung wieder: Die 
Windungspunkte sind isoliert, nicht Haufungspunkte von Windungspunkten. 

Abnlich wie auf S. 49 bei Betrachtung des unendlichfernen Punktes 
benutzen wir nun die eingefiihrte Hilfsfunktion, die wir kurz Ortsparameier 
nennen wollen, um festzulegen, was wir unter einer im dem betreffenden 
Bereichpunkte stetigen oder analytischen Funktion verstehen wollen. Wenn eine 
Funktion auf dem Bereiche in einer gewissen Umgebung von ¢=a eindeutig 
erklart ist, so ftihre man den Ortsparameter in die Funktion ein. Dann erhiilt 
man eine in der Umgebung von ¢ = 0 eindeutig erklarte Funktion. Das Ver- 
halten dieser Funktion ist maBgebend fiir das Verhalten der gegebenen Funk- 
tion im Bereiche. Wenn die Funktion als Funktion des Parameters stetig 
oder analytisch ist, so nennen wir auch die Funktion auf der Flache stetig oder 
analytisch. So wird nun auch deutlich, was wir unter einer stetigen Kurve 
im Bereiche verstehen wollen. Es ist zunichst eine Punktmenge aus Flichen- 
punkten. Um eine Punktmenge der Flache in der Umgebung eines ihrer 
Punkte zu untersuchen, bilden wir durch den Ortsparameter eine Umgebung 
desselben auf die Umgebung von ¢=0 ab. Geht dann die Menge in eine 
stetige Kurve der Parameterebene iiber, so sagen wir, die Menge mache eine 
in der Umgebung des betreffenden Bereichpunktes stetige Kurve aus. 

Nun kénnen wir auch noch die letzte unserem Bereiche aufzuerlegende 
Bedingung angeben: Je zwei seiner Punkte sollen sich durch eine stetige aus 
Bereichpunkten bestehende Kurve verbinden lassen. 

In dieser Weise kann die im vorigen Paragraphen in anschaulichen 
Worten eingefiihrte Vorstellung begrifflich gefaBt werden. Der Leser hat 
hier zugleich ein instruktives Beispiel dafiir vor sich, wie die Mathematik 
von Vorstellungen zu Begriffen aufsteigt. 


§ 6. Ndhere Betrachtung der durch w= 2z* vermittelten Abbildung ey 


§ 6. Nahere Betrachtung der durch w= <* vermittelten Abbildung. 

Ks wird zur Belebung der Vorstellungen beitragen, wenn wir nun noch 
einige durch w = 2? vermittelte Gebietsabbildungen etwas niiher betrachten. 
Trennen wir Real- und Imaginirteil, so wird 

u=2—yY,v=2ry (wH=utiv,z=—ax2+ ty). 
Dementsprechend gehen die Hyperbeln x*?— y?=c in die Parallelen wu = c 


zur imaginaren w-Achse iiber. Die dazu senkrechten Hyperbeln c = 22y 
gehen, der Winkeltreue der Abbildung entsprechend, in die dazu senk- 
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rechten Geraden v = ¢, parallel der reellen Achse tiber. Das Asymptoten- 
paar «*?— y?=() liefert insbesondere die reelle Achse. Das in Fig. 25 
schraffierte, ins Unendliche reichende Gebiet geht also in die. von der 
Geraden u=c begrenzte rechte Halbebene (Fig. 26) tiber’), in die rechte 
schon aus dem Grunde, weil die andere das Bild von z=0 enthialt. Liegen 
doch in der Tat auch die Hyperbeln mit gréBerem positiven Parameter c 
im Inneren des schraffierten Bereiches. Der andere Ast derselben Hyperbel 
begrenzt ein Gebiet, dessen Punkte sich von den Punkten des schraffierten 
Bereiches nur durch das Vorzeichen unterscheiden. Also wird dies Gebiet 
auf dieselbe Halbebene der w-Ebene, aber aufs andere Blatt der Riemann- 
schen Flache abgebildet. Die in Fig. 25 noch dargestellten Hyperbeln mit 
negativem Parameter liefern entsprechend linke Halbebenen. Der zwischen 


1) Ich habe in den Figuren c=1 gewahlt. 
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den beiden Asten derselben Hyperbel gelegene Bereich geht dagegen nicht 
in ein schlichtes, sondern ein zweiblattriges Gebiet tiber. Dasselbe besteht 
aus zwei bei w=0 gewundenen Halbebenen, die von zwei tibereinander 
liegenden Geraden der Riemannschen Fliche begrenzt sind. 

Was wird aber aus den Linien x=c und y=c der z-Ebene? Fir 


ae Serre = 

x= C ist u=C—y?, v = 2Qcy. 
falg a v 

Eliminiert man y, so hat man u=c¢?—75 

oder vie 4c%(c?—%) 


als Gleichung der Bildkurve. Das sind also Parabeln, deren Scheitel bei 


FEE 


Fig. 29, 


w=c* liegt, deren Brennpunkt w= 0 ist, und die also in Richtung der 
negativen- reellen Achse offen sind. Analog liefern die Geraden y=c die 
dazu senkrechten konfokalen Parabeln 


v= 4c? (u + c?*), 


Weiter gehen die in den beiden Fig. 27 und 28 schraffierten Gebiete bei 
der Abbildung auseinander hervor.') Die linke Halbebene liefert keinen 
schlichten Bereich, wohl aber liefert auch die Halbebene der Fig. 29 den 
Bereich der Fig. 28. (Auf der Riemannschen Flache im anderen Blatt.) 
Der Streifen zwischen den beiden parallelen Geraden (Fig. 30) geht also in 
den Rest der Flache iiber. Die reelle Achse der z-Ebene liefert die 


1) Es wurde wieder c=1 gewihlt. 


me a, 
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positiv reelle Achse der w- 
Ebene, die imaginire z-Achse 
die negativ reelle Achse der 
w-Hbene. Diese beiden Ge- 
raden zerlegen den Streifen der 
Fig. 30 in vier Halbstreifen, 
deren einen wir dort schraf- 
fiert haben. Er geht durch 
die Abbildung in die Halb- 
parabel der Fig. 31. iiber. Fig. 30. 


§ 7. Exponentialfunktion und Logarithmus. 


Die Potenzreihe >e S=it+e += i ae 
0 


konvergiert nach S.19 in der ganzen Ebene und stellt nach S. 36 eine 
durchweg analytische eindeutige Funktion von zg dar. Fiir reelle z ist 
diese Funktion als Exponentialfunktion bekannt. Auch im Komplexen 
wollen wir sie Exponentialfunktion nennen und durch e’ bezeichnen. Da 
also im Komplexen die Exponentialfunktion durch eine Rethe definiert wird, 
so bedarf es der naheren Untersuchung, ob und in welchem Sinne die 
Schreibweise e? zum Ausdruck bringt, daB man es mit einer z-ten Potenz 
yon e zu tun hat. Auch im Reellen war ja dies nur mit gewissen Hin- 
schrankungen der Fall, insofern namlich, als mit e/” nur der eine (positive) 
Wert von Ve gemeint war. ¢* ist ja eine eindeutige Funktion. 

Wir wollen nun vermittelst des Multiplikationssatzes der Bet 2 
beweisen, daB auch im Komplexen 

C2, - O%_ = e(% +%,), 

daB also tatsichlich e* eine der Haupteigenschaften der Potenzen besitzt, 
Multiplizieren wir aber die Reihen sa und 4 miteinander, so kommt 
eine Reihe heraus, deren allgemeines Glied so aussieht: 


1 
n! 


(er ett eget att ym ttt) 
Das ist aber gleich 
(ae (tts +(e) 


: 1 
und also gleich — (2, + 2)". 
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(1) Also wird tatsachlich eee Ce 
1 
Namentlich ist also Cot: 


“Analog wie die Exponentialfunktion werden auch de trigonometrischen 
Funktionen im komplexen Gebiet durch Potenzreihen erkldrt. Wir setzen 
also: ; g® 


Diese Reihen sind ja durchweg konvergent, so daB also diese Funktionen 
iiberall im Endlichen analytisch sind. Aus dieser Erklirung folgt sofort: 
die wichtige Hulersche Gleichung 


(2) e**= cos 2 + 7 sin Z. 
Daraus kann man entnehmen, daf 
(3) pier are 
(4) und daf sin 7 = ae 
Der Gleichung (2) entnimmt man sofort, daB 
(5) eri 1 (h ganzzahlig). 
Nach (1) und (5) ist daher weiter 
(6) ert ihni_, @7. gthzt— e@ (h ganzzahlig). 


Die Exponentialfunktion ist also eine periodische Funktion der Periode 2 xi, 
ebenso wie die trigonometrischen Funktionen auch im Komplexen seriodische 
Funktionen .mit der Periode 2a sind. Das letztere entnimmt man sofort 
aus der Darstellung (3), (4) der trigonometrischen Funktionen durch die 
Exponentialfunktion, wenn man an die Periodizitét der Exponentialfunktion 
denkt. 


Aus der Eulerschen Gleichung (2) liest man weiter ab, daB 
emi = — ] 
ist. Daher ist auch im Komplexen 
cos (2 + 2) = — cos z 

und sin (¢ + 2) = — sin 2, 
wie wieder die Darstellung dieser Funktionen durch die Exponential- 
funktion lehrt, 

Ferner folgt aus der Hulerschen Gleichung (2), daB8 


Mi 
e* = 4. 
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. . . uw 
Also gilt wieder sin (= = 2) = C08 2 
und cos (= cai 2) = sin 2. 


Wir werden nun oft die Kulersche Formel benutzen, um die komplexe 
Zahl z in der Form z= |2| eter 
zu schreiben. Bequem kommt ja in dieser Schreibweise der Multiplikations- 
satz zum Ausdruck: 2 fy =| 2, |+| ey |-e*@reat area), 


Auch die Formel ¢‘*"= cos nz-+ isin n 2 = (cos 2+ isin 2)” 


ergibt sich von neuem. Folgerungen aus derselben zogen wir schon 8. 1. 
Die Darstellung der trigonometrischen Funktionen durch die Exponential- 
funktion zeigt so recht die Bedeutung des Komplexen fiir das Studium 
selbst der Funktionen im Reellen insofern, als sonst ganz verschieden aus- 
sehende Funktionen auf einmal unter einem allgemeinen Gesichtspunkt zu- 
sammengehéren. Aus dieser Darstellung ergibt sich auch sofort die also 
auch im Komplexen ‘ giiltige Funktionalgleichung der trigonometrischen 


Funktionen sin (2, + 2) = sin 2, cos 2 + cos 4, sin 2, 
und cos (2, + 2.) = COS 2, Cos 2 — sin 4, SiN 2%. 
Es ist ja 


cos(z,+2,)+isin(z,+2,) =e + 2) =e" -e'= (cos 4, +78inz,)(cos 2, +7 sin Z,) 
= COS Z, COS Z — sin 2, sin Z + 7 (cos 4, sin 2 + cos 4 sin 4,). 

Analog wird: 
cos(2,-+ 2,)— isin (2,+ 4.) = cos 4, cos 4, —sinZ, 8in 7, —7(Cosz, sin Z,+ cos Z, sin z, ). 
Durch Addition beider bzw. Subtraktion findet man dann die Additions- 
theoreme. Auch das Differenzieren fiihrt zu den aus dem Reellen bekannten 
Ergebnissen, wie man sofort aus den Reihen erkennt. 

Wir gehen nun zu der durch die Exponentialfunktion vermittelten Ab- 
bildung fiber. Dazu ist es bequem, z=2-+ iy und w= 9e‘* au setzen. 
Dann wird o= 6, F=y. 


Daraus entnimmt man sofort, da die Geraden x =c auf die Kreise 9 =@’, 
die Geraden y =c auf die Speere # =c abgebildet werden. Lassen wir nament- 
lich die Gerade y = c, ausgehend von der reellen Achse, die obere Halbebene 
beschreiben. Der ganzen von — oo nach + oo durchlaufenen reellen Achse 
entspricht der Speer & = 0, also die positive reelle Achse der w-Hbene. Riickt 
die Gerade in die obere Halbebene ein, so dreht sich der Bildspeer im posi- 
tiven Sinn um den Nullpunkt der w-Ebene. Hat aber die Parallele zur reellen 
Achse der z-Ebene einen Streifen der Breite 2 iiberstrichen, so hat der 
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Bildspeer eine volle Umdrehung vollendet. Jedem Viertelstreifen entspricht 
ein Quadrant (Fig. 32 und 33). Lassen wir die Gerade der z-Ebene weiter in 
die obere Halbebene riicken, so beginnt der Bildspeer, ein neues Exemplar 
der w-Ebene zu tiberstreichen. Wir heften 

es gleich an das ersterhaltene an, so wie der x 


WSs 
= 


Fig. 32. Fig. 33. 


so weiter und beriicksichtigen auch die untere Halbebene, so erhalten wir 
als Bild der z-Ebene eine unendlichvielblattrige Riemannsche Flaiche, deren 
Windungspunkte von unendlicher Ordnung sind und bei w = 0 und bei 
w= oo liegen. Die. Werte Null und Unendlich selbst nimmt die Exponen- 
tialfunktion w =e? an keiner endlichen Stelle der z-Ebene an. Denn wire 
e?= (0) fiir endliches z, so wire auch der Betrag e* fiir endliches reelles « 
Null, was nicht angeht. Ebenso schlieBt man, daB der Wert co nirgends 
angenommen wird. 

In der Umgebung von z=oo zeigt die Exponentialfunktion ein be- 
sonders merkwiirdiges Verhalten. Sie nimmt nimlich in jeder Umgebung 
von oo, also auBerhalb eines jeden Kreises, jeden endlichen Wert auBer 
Null an unendlich vielen Stellen an. Sie nimmt als periodische Funktion 
namentlich in jedem unserer Streifen auBerhalb eines solchen Kreises jeden 
Wert genau einmal an. In den unendlich vielen Streifen, die noch auBer- 
halb dieses Kreises liegen, wird also tatsichlich jeder Wert unendlich oft 
angenommen. Die Funktion besitzt also namentlich bei Anniherung an 
= 00 keinen Grenzwert, sie besitzt also da eine singulire Stelle; aber 


das ist kein Pol; denn sonst miiBte ja die Funktion == e—* einen 
Grenzwert besitzen (8. 49). Hine solche Singularitét nennt man eine 
wesentliche zum Unterschied von den auferwesentlichen, den Polen, die 
uns seither begegneten. Ebenso haben sin ¢ und cos ¢ bei co wesentlich 
singulire Stellen. Das folgt genau wie bei der Exponentialfunktion aus 
ihrer Periodizitat. 

Die durch w =e’ vermittelte Abbildung ist durchweg gebietstreu. Das 
leuchtet sofort ein, wenn man sich tiberlegt, wie die von Parallelen zu den 
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Koordinatenachsen begrenzten Quadrate der z-Ebene in Kreisbogenvierecke 
der w-Hbene tibergehen (Fig. 34, 35). 

Die Umkehrungsfunktion der Exponentialfunktion heift Logarithmus. 
Sie lést also die Aufgabe, zu jedem Punkte der Riemannschen Fliche 
denjenigen Punkt der z-Ebene zu finden, aus dem er durch die Abbildung 
w=e* hervorging. Der log w ist somit auf 
der Riemannschen Fldche eindeutig erklairt, wih- 


His = VRGReSAne se. 
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2 Fig. 35. 


rend er in der w-Ebene selbst unendlich vieldeutig ist. Die verschiedenen 
in einem Punkte der w-Hbene angenommenen Werte unterscheiden sich 
um Vielfache von 227, weil in solchen um Vielfache von 2 27 ver- 
schiedenen Punkten der z-Ebene die Exponentialfunktion denselben Wert 
annimmt. Jede Zahl besitzt also unendlich viele Logarithmen, die sich 
um Vielfache von 22% wunterscheiden. Die verschiedenen Zweige des 
Logarithmus erscheinen auf die verschiedenen Blatter der Fliche so ver- 
teilt, daB die Funktion in jedem Punkte derselben nur einen Wert an- 
nimmt. Indessen ist diese Werteverteilung auf die Blatter nicht willktirlich 
vorgenommen, sondern so, wie es der Abbildung der z-Ebene auf die 
Fliche entspricht. Das hat namentlich zur Folge, daB der Logarithmus 
eine stetige Funktion der Flache ist. Ein Kreisbogenviereck (Fig. 35) 
namlich wird durch logw=z auf das Rechteck der Fig. 34 abgebildet. 
Hiner Verkleinerung des Vierecks entspricht eine Verkleinerung des Recht- 
ecks. Daher vermittelt der Logarithmus eine stetige gebietstreue Ab- | 
bildung. In jedem Kreise der w-Ebene, welcher den Punkt w= 0 nicht 
enthalt, sind samtliche Zweige des Logarithmus eindeutig erklart. Denn 
iiber einem jeden solchen Kreise liegt in einem jeden Blatt ein Teilkreis 
der Fliche, in welchem je ein Zweig des Logarithmus eindeutig erklirt 
ist. Jeder dieser Zweige hingt nicht nur stetig von w ab, sondern ist 
sogar eine differenzierbare Funktion (8.34). Hs ist ja 
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und also ist jeder Zweig des Logarithmus eine in jedem Kreise eindeutig 
und analytisch erklirte Funktion, solange der Punkt w=0Q dem Kreis 
nicht angehort. 

Wir wollen nun noch feststellen, welche Wertaénderung der Logarithmus 
z= log w erfahren kann, wenn sein Argument eine einfach geschlossene’) 
stetige Kurve seiner Ebene durchliuft. Zu dem Ende denken wir uns die 
Kurve © auf die einzelnen Blatter der Riemannschen Fliche gelegt (in un- 
endlich vielen Exemplaren) und samt dieser auf die z-Hbene abgebildet. 
Aus einem Exemplar der Kurve © wird dann ein Kurvenbogen ©’, der in 
einem Punkte a beginnen médge und in einem Punkte a +h 227 endigt. 
Selbstiiberkreuzungen weist der Bogen nicht auf, er muS wie sein 
Original © einfach geschlossen und stetig sein. Ich behaupte, daB fir h 
nur die Werte 0, +1, —1 méglich sind. Denn der Kurvenbogen ©’ kann 
ja keine zwei von seinen Enden verschiedene Punkte passieren, die sich 
um 2 i unterscheiden. Denn ihnen wiirde in der w-Hbene derselbe Punkt 
entsprechen. Das wire eine Selbstiiberkreuzung. Hin solches um 2 27 
verschiedenes Punktepaar miiBte aber sicher auftreten, wenn h einen 
anderen als einen der drei angegebenen Werte hatte. Denn wenn man die 
Kurve ©’ mit Parallelen zur y-Achse schneidet, so kamen dann fiir die Ab- 
stiinde der Schnittpunkte wegen der Stetigkeit von ©’ alle Werte zwischen 
h| 2 und Null vor. 

Wenn weiter eine beliebige (also nicht notwendig einfach) geschlossene 
orientierte, d. h. mit einer Durchlaufungsrichtung versehene stetige Kurve ©: 
w=wit) (t<t<t; w(t) stetig), 
welche w=0Q und w=a nicht trifft, gegeben ist, so markiere man auf 
ihr irgendeinen Punkt a, lege dort log @ einen seiner Werte bei und ver- 
folge die stetige Anderung, die von a und dem Werte log a ausgehend 
log w bei Durchlaufung der Kurve in der vorgeschriebenen Richtung er- . 
fahrt. Wenn w nach a@ zuriickgelangt ist, so hat log w um ein Vielfaches 
von 227 zugenommen. Dieses Vielfache ist von dem Werte des Loga- 
rithmus, ftir den man sich im Punkte a entschieden hat, unabhingig. Denn 
wire man von einem Werte log a ausgegangen, der um ein Vielfaches von 
2x7 anders gewesen ware, so waren alle Werte des Logarithmus, welchem 
man bei Durchlaufung der Kurve begegnet, um dasselbe Vielfache von 221 
anders gewesen. Auch von der Wahl des Punktes a ist der Zuwachs des 
Logarithmus unabhingig. Denn verschiebt man a lings der Kurve, so mu8 
sich die Wertinderung stetig mit a andern, wahrend sie doch ein ganzes 

Vielfaches von 227 ist. 


1) D. h. doppelpunktfreie. Eine genaue allgemeine Begriffsbestimmung wird auf 
8. 88 gegeben. Hier mag die landlaufige Vorstellung geniigen. 


_ ABC, das keinen Punkt der Polygonkurve enthalten 
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Diese Beceentanzen fiihren zu der folgenden, weiterhin um wichtigen 
Definition. Man sagt, eine stetige geschlossene orientierte Kurve umlaufe 
w= hmal, wenn log (w— £) bei Durchlaufung der Kurve in der vor- 
geschriebenen Richtung um h2xi wiichst. Namentlich sagt man, die Kurve 
umlaufe € im positiven Sinne, wenn h positiv ist. Sie umlduft & im negativen 
Sinne, wenn h negativ ist. Sie umschlieBt & gar nicht, wenn h=0 ist. 

Durch diese Definition soll also weiterhin festgelegt sein, in welchem 
Sinne die hier eingefiihrten Umlaufungsbegriffe gebraucht werden sollen. 
Sie decken sich natiirlich nur bei einfach geschlossenen Kurven mit der 
landlaufigen Vorstellung, die man mit den eben definierten ce ver- 
bindet. 

Wenn in der w-Ebene eine zusammenhdngende') Punktmenge gegeben ist, 
welche © nicht trifft, so umschlieBt entweder © keinen ihrer Punkte oder © 
umschlieBt alle in demselben Sinne. Sei namlich € ein Punkt der Menge, 
so kommt es auf die Wertinderung an, welche log (w— &) bei Durch- 
laufung von © erfahrt. Diese Wertanderung hingt aber stetig von € ab, 
solange € nicht auf der Kurve liegt. Da aber fiir die Wertanderung nur 
Vielfache von 227 in Frage kommen, so ist diese stetige Funktion 
konstant. 

Im Rahmen dieser Betrachtungen ist es nun auch leicht méglich, zu 
beweisen, daB ein jedes einfach (d.h. ohne Selbstiiberkreuzung) geschlossene 
Polygon die Ebene in zwei Bereiche, das Innere und das Aufere des Poly- 
gones, zerlegt. Wir versehen dazu das Polygon mit einem Durch- 
laufungssinn. Ist dann € irgendein nicht auf dem Polygon gelegener 
Punkt, so erfahrt log (w— €) bei Durchlaufung des Polygones P einen 
Zuwachs ¢(P,€) 2%. Dabei kann «(P, €) eine der Zahlen 0 oder 1 oder 
— 1 bedeuten. Denkt man sich nun & variabel, so bleibt, wie vorhin dargelegt 
wurde, ¢(P,¢) ungeindert, solange € nicht auf das 
Polygon selbst zu liegen kommt. Wenn man aber 
nun € eine der das Polygon bildenden Strecken AB 
iiberschreiten JaBt, so dndert sich, wie wir jetzt 
sehen wollen, ¢ um eine Einheit. In Fig. 36 seien 
&, und § zwei Lagen des Punktes € aus der Nihe 
der Polygonseite AB. Ich betrachte das Dreieck 


Fig. 36. 


moge. Neben dem Polygon P betrachte ich noch 
das Polygon P,, das aus ihm dadurch hervorgeht, dab ich die Seite AB 
durch den Linienzug ACB ersetze. Dann ist «(P,f)=«(P,, &); weil 


1) Eine genaue Begriffsbestimmung folgt auf S. 82. Hier kann die peeves 
Vorstellung geniigen, die man mit diesen Worten verbindet. 
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bei Durchlaufung des Dreieckes ACB der log (¢—{) ungeindert bleibt. 
Ich kann namlich die Durchlaufung des Polygones P ersetzen durch die 
des Polygones P,, wenn ich nur dann noch das Dreieck BCAB in der 
Richtung BCAB durchlaufe. Denn dann ist im ganzen der Zug BCA 
zweimal nacheinander in verschiedener Richtung durchlaufen. Und das 
bedeutet eine Wertinderung Null fiir den Logarithmus (s, die Fig. 36). 
Weiter ist aber «(P,, &)=« (Pi, &)- Denn die Strecke §¢, trifft ja 
das Polygon nicht. Weiter aber erfahrt log (w— €) bei Durchlaufung 
des Dreieckes BCAB in dem durch die Reihenfolge der Ecken bezeich- 
neten Sinn eine Anderung von der GréBe + 2x7 je nach dem Umlaufssinn 
des Dreieckes. Daher ist nun 


é(P, €,) = 6 (Pi, &) + (A, f) = €(P,, &) + 1 = é(P, (Apes t 


Wenn also «(P, &,)=0 oder = 1 oder = — 1 ist, so wird im ersten Fall 
é(P, &) = 1 oder = — 1, im zweiten gleich 2 oder 0, im dritten gleich 0 
oder — 2. Da aber ¢ nur die Werte 0, 1, — 1 annehmen kann, bleiben nur 
zwei Méglichkeiten tibrig. Der eine der beiden Werte, die e(P, €) annehmen 
kann, ist also stets Null, und der andere ist je nach der Durchlaufungs- 
richtung des Polygones + 1. Die Punkte, fiir welche Null herauskommt, 
machen das Aufere, die anderen das Innere des Polygones aus. Diese Be- 
nennung rechtfertigt sich dadurch, da zur ersten Sorte jedenfalls alle 
Punkte gehdren, welche auferhalb eines das Polygon umschlieBenden Kreises 
liegen. Denn sei € ein solcher Punkt, so ist jeder Zweig des log (w— &) 
im Inneren eines solchen Kreises eindeutig. 

Die Punkte einer jeden Sorte machen auch tatsichlich einen einzigen 
Bereich aus. Wenn niimlich eine Polygonseite an der Grenze eines Be- 
reiches beteiligt ist, so trifft dies auch fiir die benachbarten Seiten zu. 
Denn man kann um eine Ecke, in der zwei solcher Seiten aneinanderstoBen, 
einen Kreis schlagen, in den nur diese beiden Polygonseiten eindringen. 
Sie zerlegen ihn in zwei Sektoren, von denen der eine ganz dem in Rede 
stehenden Bereich angehért. Da gleichzeitig in jeder Polygonseite nur zwei 
Bereiche aneinanderstoBen kénnen, so kann das Polygon nicht mehr als zwei 
Bereiche bestimmen. Diese beiden aber haben wir eben schon festgestellt, 
denn Punkte mit verschiedenem ¢ kénnen ja nicht demselben Bereich an- 
gehoren. 

Unsere Betrachtung lehrt weiter, da’ ein Polygon einen inneren Punkt 
dann in positivem Sinne umschlieBt, wenn man seinen Rand so durchlauft, 
dap das Innere zur Linken bleibt. 

Die Richtigkeit dieser Behauptung kann man bei Dreiecken ohne weiteres 
bestitigen. An Hand der Fig.36 kann man aber daraus auf beliebige 


eo 
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Polygone schlieBen. Denn dort lernten wir, daB eine Oberschreiung der 
Seite AB eine Anderung von ¢ um +1 zur Folge hat. Man ante nun 
mehrere Halle unterscheiden, je nachdem, ob das wandernde ¢ in das Drei- 
eck eintritt oder es verliBt, je nachdem das Dreieck positiv oder negativ 
umlaufen ist. Das sind im ganzen vier Falle. Nehmen wir nun z. B an, 
€ wandere aus dem PolygoniuBeren in das Polygoninnere und riicke etwa 
gleichzeitig vom DreiecksiuBeren in das Dreiecksinnere. Dabei geht somit 
é« vom Werte Null entweder in den Wert +1 oder in den Wert — 1 iiber. 
Im ersten Fall mu8 somit gemiB dem gerade tiber Dreiecke Gesagten das 
Dreieck positiv, im anderen ers negativ umlaufen sein. Dann liegt also 
im ersten Falle das SchluB-£ links von der Richtung AB, im anderen 
Falle rechts. Und damit ist bewiesen, da8B es dem positiven Umlaufssinn, 
d. h.dem ¢ = +1 entspricht, daB das Polygoninnere links von jeder orien- 
tierten Polygonseite legt. Hbenso schlieSt man in den drei anderen Fallen. 
Das Kriterium iibertrigt sich ohne weiteres auf solche einfach geschlossene 
Kurven, welche die Ebene in ein Inneres und ein AuBeres zerlegen. (Man 
vgl. den 8. 88 erwahnten Jordanschen Kurvensatz.) 

Durchlauft man den vollen Rand eines beliebigen poiygonalen Bereiches 
so, daB dabei das Innere zur Linken bleibt, einmal, so hat man dabei jeden 
inneren Punkt a genau einmal positiv umlaufen. log (¢—a) nimmt naém- 
lich bei Durchlaufung des iuBeren Randpolygones') gerade um 227 zu und 
bleibt bei Durchlaufung des inneren Randpolygones ungedndert. 

Bemerkungen: 1. Ganz 4hnlich zeigt man, daB ein nicht geschlossener 
Polygonzug ohne Selbstiiberkreuzung die Ebene nicht zerlegen kann. Denn 
wieder muB der ganze Zug an jeder Bereichgrenze teilhaben. Aber um die 
Polygonenden kann man jetzt etwa durch einen Kreisbogen heramkommen. 

2. Der Satz nebst Beweis, d.h. unsere ganzen Betrachtungen kénnen 
unverdndert auf einfach geschlossene Kreisbogenpolygone tibertragen werden. 
Das sind Polygone, deren Seiten statt aus Geraden aus Kreisbogen bestehen. 


1) Unter den Randern eines (endlichen) polygonalen Bereiches gibt es genau einen, 
der alle anderen im Inneren enthalt. Denn gitbe es xeinen solchen, so enthielte der 
Bereich nur AuSenpunkte eines jeden seiner Rinder, bestiinde also aus der vollen 
Ebene mit Ausschlu8 der Innenpunkte gewisser Polygone, wire also nicht endlich. 
Ferner aber kann der Bereich auch nicht dem Inneren mehrerer seiner Randpulygone 
angehéren. Denn triife dies fiir zwei Randpolygone zu, so miiBte jedes derselben dem 
Inneren des anderen angehdren. Wenn aber das Polygon x, in x, liegt, so gehéren 
dem Inneren yon xz, auch Aufenpunkte von z, ein. Wenn aber m, in m, lige, so 
kénnte man diese AuBenpunkte mit dem Unendlichfernen verbinden, ohne ~, 2u treffen. 
Da aber das Unendlichferne sicher auBerhalb , liegt, so hatte man damit einen Innen- 
punkt von x, mit einem AuBenpunkt von ~, verbunden, ohne 7, zu treffen, was wider- 


sinnig ist. 
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3. Vermittelst der ‘Transformation w =+ erkennt man, daB alle Hr- 
gebnisse auch gelten, wenn die Polygone sich ins Unendliche erstrecken. 
Denn durch w = 2 kann man solche Polygone, die co auf einer ihrer Seiten 


haben, sofort in endliche Kreisbogenpolygone transformieren. 

4. Beachtet man noch, daB log w = log | w| +7 arg w und daf der reelle 
log | w| eindeutig ist, so kann man unsere Uberlegungen und Erklaérungen 
auch auf die Wertedinderung aufbauen, welche arg w bei Durchlaufung einer 
Kurve erfahrt. Das pflegt man zu tun, wenn man die Lehre von den Be- 
reichen losgelést von der Funktionentheorie entwickelt. 
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Hiner gleich noch auf den Logarithmus zu machenden Anwendung zu- 
liebe wollen wir jetzt schon einige naheliegende, aber sehr wichtige und 
grundlegende Satze tiber Bereiche und Kontinua herleiten, die wir noch 
sehr oft brauchen werden. 

Was man unter einer abgeschlossenen Menge versteht, wurde schon auf 
S. 21 erklart. Wenn nun eine abgeschlossene Menge von komplexen Zahlen 
oder von Punkten der GaufBschen Ebene”) auBerdem noch zusammenhidngt, 
so nennen wir sie em Kontinuum. Den Begriff der zusammenhdngenden 
Menge aber kann man noch auf zwei verschiedene Weisen erkliren. Man 
kann erstens so definieren: Hine abgeschlossene Menge heiBt zusammen- 
hingend, wenn man sie nicht in zwei abgeschlossene punktfremde Teilmengen?®) 
zerlegen kann. Das Intervall J: axa<b ist also z. B. eine zusammen- 
hiingende Menge.. Denn seien etwa M, und MM, die beiden abgeschlossenen 
Teilmengen, in die wir uns fiir den Fall, daB die Behauptung unrichtig 
ware, das Intervall zerlegt denken wollen, dann gabe es sicher in der Teilmenge 
M, einen Punkt P, der nicht samt allen ihm in J benachbarten Punkten 
der Menge M, angehorte.*) Dann gibe es also in beliebiger Nahe desselben 
Punkte der Strecke, welche der zweiten Teilmenge J/, angehérten. Daher 
wire P ein Haufungspunkt von Punkten aus M, und gehérte daher auch — 
M, an, weil diese Menge abgeschlossen sein soll. Daher wiiren M, und 
M, nicht punktfremd. Aus dieser Darlegung folgt, daB ein jeder Polygon- 


1) Bei der ersten Lektiire kann auch §8 tiberschlagen werden. In diesem § 8 ist 
nur von schlichten, d.h. einblattrigen Bereichen die Rede. 

2) Wir nehmen fortan stets an, daB sie durch den Punkt z= oo erweitert ist. 

3) D. h. Teilmengen ohne gemeinsamen Punkt, 

4) Denn seien Q, und Q, zwei Punkte der Strecke, deren einer zu M,, deren an- 
derer zu M, gehért. Dann betrachte ich die zu M, gehdrigen Punkte der Strecke Q, Q,. 
Unter diesen gibt es einen, P, dessen Entfernung von Q. ein Minimum ist. Somit 
kdnnen nicht alle ihm in J benachbarten Punkte zu M, gehdren. 
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zug eine zusammenhiingende Menge ist. Ebenso ist ae stetige Kurve 
@= 2(t)(a<t<b) eine zusammenhiingende Menge, wie man ja aus ihrer 
Abbildung auf die Strecke a <t<b, wie sie = 2 (#) vermittelt, sofort 
erkennt. Denn einer Zerlegung der Kurve in zwei abgeschlossene punkt- 
fremde Mengen entspriiche eine ebensolche Zerlegung der Strecke. 

Die zweite Erkldrung des Begriffes zusammenhingende Menge erstreckt 
sich im Gegensatz zu der eben angefiihrten auf beliebige (nicht nur auf ab- 
geschlossene) Mengen, stimmt aber fiir abgeschlossene Mengen mit der eben 
gegebenen tiberein. Die zweite Erklarung beruht naimlich auf dem Begriff 
»é-zusammenhangend“, dieser auf dem Begriff ,,¢-Kette“. z,, +++ 2, sei eine 
endliche Menge von komplexen Zahlen, derart, daB die Differenz irgend 
zweier aufeinanderfolgender | 4.41— |< ¢ (k=1,2---n—1) ist. Dann 
sagt man, 2,--- 2, bildeten eine ¢-Kette, welche z, und z, verbindet. Hine 
Menge nun, in der man irgend zwei Punkte durch eine der Menge angehirige 
é-Kette verbinden kann, heiBt e-zusammenhdngend. Wenn eine Menge weiter 
fiir alle ¢ ,,e-zusammenhingend“ ist, so heiBt sie zusammenhdngend schlechthin. 

Uns interessiert hier diese Begriffsbildung nur fiir abgeschlossene Mengen. 
Es zeigt sich, daB eine abgeschlossene Menge, die nach der einen Definition 
zusammenhingend ist, auch nach der anderen zusammenhdngend ist. Denn 
wenn man z B. eine abgeschlossene Menge in zwei punktfremde abgeschlossene 
Teilmengen M, und M&M, zerlegen kann, so besitzen diese beiden einen von 
Null verschiedenen Abstand.!) Denn das Minimum der Abstinde: ,,Punkt 
aus M, gegen Punkt aus MV,“ kann nicht Null sein, weil die beiden Mengen 
punktfremd sein sollen: Sei dann a der Abstand der beiden Teilmengen, so 
kann man keinen Punkt aus M, mit einem Punkt aus M, durch eine «-Kette 
verbinden, in der ¢ < a ist. Denn in dieser Kette miiBte es zwei aufeinander- 
folgende Punkte geben, den einen aus MV,, den anderen aus M,, deren Ab- 
stand héchstens «, also kleiner als a ware. Wenn umgekehrt zwei Punkte P 
und @ durch keine e-Kette verbunden werden kénnen, so muB der Abstand 
irgend zweier ¢-zusammenhaingenden Mengen, welchen P und @ angehdéren 
sollen, dieses « tibertreffen. Wenn also eine abgeschlossene Menge fiir ein ¢ 
nicht ,,e-zusammenhingend“ ist, so kann sie in zwei abgeschlossene Teil- 
mengen zerlegt werden. Man hat nur etwa als Menge JM, alle die Punkte 
zu nehmen, die mit P durch eine ¢-Kette verbunden werden kénnen, als 
Menge WM, alle anderen Punkte. 


_ Nach diesen Begriffsbestimmungen gehen wir zu einigen Satzen tiber. 


1) Unter dem Abstand zweier Mengen M, und MM, versteht man die untere 
Grenze (bei abgeschlossenen Mengen das Minimum) der Abstiinde PQ fiir irgendein 
Punktepaar (P aus M,, Q aus M,). Vgl. auch 8S. 21, wo wir schon einmal in einem 
speziellen Fall den Begriff des Abstandes verwendet haben. 
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Satz I. Wenn ein Kontinuum K sowohl Punkte aus dem Inneren als 
Punkte aus dem Auferen eines Polygones') II enthélt, so kommen in ihm auch 
Punkte von II selbst vor. 

Denn sonst wiirde durch das Polygon 1 das Kontinuum in zwei ab- 
geschlossene punktfremde Mengen zerlegt. Die Punkte des Kontinuums namlich, 
welche dem Inneren des Polygones angehéren, miissen eine abgeschlossene 
Menge ausmachen, wenn wirklich kein Punkt von K auf IT liegen soll. Denn alle 
Haufungspunkte von Punkten des K aus dem Inneren von JI miissen dann selbst 
dem Inneren angehéren. Ebenso ist es mit der Menge der AuSenpunkte von 
K. Beide Mengen sind punktfremd, weil ein gemeinsamer Punkt nur auf IT 
liegen konnte. Das alles widerspricht aber dem Begriff des Kontinuums. 

Satz Il. Der Rand eines Bereiches trennt den Bereich von der Komple- 
mentdrmenge, d. h. von der Menge derjenigen Punkte, welche weder dem Be- 
reich noch seinem Rande angehiren. Der Satz ist dem eben bewlesenen 
ganz analog und fast mit denselben Worten wie dieser beweisbar. 

Satz III. Es sez eine abgeschlossene Menge K, und em zu ihr punkt- 
fremdes Kontinuum K, gegeben. Man kann stets einen polygonalen (d.h. von 
Polygonen begrenzten) Bereich konstruieren, der das Kontinuum K, enthdlt, 
und der die Menge K, ausschlieBt. 

Zum Beweise ziehen wir den Abstand a der beiden Mengen heran. Als- 
dann konstruiere ich in der Ebene ein Quadratnetz, dessen Maschenweite 
(d.h. Lange der Quadratseiten) kleiner als 5 ist. Ich greife dann diejenigen 
dieser Quadrate heraus, welche keinen Punkt von K, im Inneren oder auf 
dem Rande besitzen. Diese Quadrate machen dann eine gewisse Punkt- 
menge aus, zu welcher ich noch die inneren Punkte derjenigen Quadrat- 
seiten hinzunehme, in welchen zwei der Quadrate aneinanderstoBen, und zu 
welcher ich diejenigen Eckpunkte hinzunehme, in welchen vier der Quadrate 
zusammenstoBen, Die so erhaltene Punktmenge besteht-aus einigen Ge- 
bieten. Hinem derselben mu8 das Kontinuum K, ganz angehéren. Denn 
kein Randpunkt der Gebiete kann K, angehéren. Denn anderenfalls gehért 
auch noch das an die betreffende Quadratseite anstoBende andere Quadrat 
zum Gebiet, da es seiner geringen GréBe entsprechend auch noch von K, 
frei ist und die gemeinsame Quadratseite mit zur Menge gerechnet wird. Daher 
mu wirklich K, einem der von den ausgesuchten Quadraten gebildeten Ge- 
biete angehéren. Dieser Bereich ist es, dessen Existenz der Satz behauptet. 
ist insbesondere auch K, ein Kontinuum, so muB eines seiner Randpolygone 
K, und K, trennen, So gewinnen wir das Corrolar: Man kann stets ein 
einfaches Polygon angeben, das zwei punktfremde Kontinua voneinander trennt. 


1) Alle fortan vorkommenden Polygone und Streckenziige sollen einfach sein, d. h. 
frei von Doppelpunkten. : 
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Nun miissen wir wieder einige neue Begriffe einfiihren. Kin Bereich heipt 
eimfach zusammenhiingend, wenn die Menge seiner Randpunkte ein Kontinuum 
ist’), gweifach zusammenhingend, wenn sie aus zwei Kontinuen besteht Usw. 

Satz IV. Wenn B ein einfach zusammenhingender Bereich und K eine 
ihm angehorige abgeschlossene Menge ist, so kann man stets in B ein Polygon I 
konstruieren, das K vom Rand R des Bereiches B trenni. 

Der Satz kann natiirlich nur fiir abgeschlossene K gelten, weil sonst 
K Punkte von R zu ibren Hiufungspunkten zahlen kénnte. Dann kénnte 
man nicht zwischen K und # mit einem Polygon durchkommen. Unter 
unseren Voraussetzungen aber ist der Abstand zwischen K-und R von 
Null verschieden. 

Der Beweis ergibt sich aus dem vorhin bewiesenen allgemeinen Satz III, 
wenn man bemerkt, dab FR ein Kontinuum ist. DaB aber das hiernach 
konstruierte Polygon dem Bereich angehért, folgt so: Da die Vereinigungs- 
menge von B und R, also der abgeschlossene Bereich, ein Kontinuum ist, das 
sowohl im Inneren wie im Auferen von II Punkte besitzt, so liegen auch 
auf IT Bereichpunkte (Randpunkte kénnen ja da nicht liegen). Daher liegt IT 
ganz in B, da sonst nach Satz Il WJ auch Punkte von RA enthalten miiBte. 

Satz V. Wenn in einem. zweifach zusammenhdingenden Bereich B mit 
den Réndern R, und R, eine abgeschlossene Menge K liegt, so gibt es stets 
einen von zwei B angehirigen Polygonen II, und II, begrenzten zweifach 
zusammenhingenden Polygonring, der K enthdlt, R, und R, aber ausschlieft. 

Zum Beweise trenne ich zunichst die abgeschlossene Vereinigungsmenge 
R, + K durch ein Polygon’) IZ, vom Kontinuum f#,. Dies Polygon liegt in B. 
Alsdann trenne ich ebenso K + R,-+ IJ, von R,. Beide Polygone trennen dann 
R, von R,. Das eine trennt K von R,, das andere K von Rk, K mub 
daher dem von beiden Polygonen begrenzten zweifach zusammenhingenden 
Ring angehGren. 

Satz VI. Hin Querschnitt, d. 1. ein Polygonzug ohne Selbstiiberkreuzung, 
welcher zwei Randpunkte eines einfach zusammenhdngenden Bereiches im Be- 
reiche miteinander verbindet, zerlegt den Bereich in zwei emfach zusammen- 
hiingende Teilbereiche. 

Jedenfalls kann er ihn nicht in mehr als zwei Teilbereiche zerlegen, 
weil an der Grenze eines jeden nach einer schon 8. 80 angestellten Uber- 
legung der volle Polygonzug (Querschnitt) teilnimmt und an jede Polygon- 
seite hdchstens zwei Bereiche angrenzen. Querschnitt und seitherige Bereich- 


1) Der Rand soll also Punkte enthalten. Anderenfalls liegt die Vollebene vor, die 


man nullfach zusammenhingend nennen kénnte. 
2) R,+K verhalt sich wie ein Kontinuum, weil man #, und K in B (ohne R, 
zu treffen) miteinander verbinden kann. 
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grenze bilden ein Kontinuum. Ich nehme an, der Satz sei falsch und 
greife eine Strecke des Querschnittes heraus derart, daB der tiber ihr als 
Durchmesser errichtete Kreis nur Bereichpunkte enthilt. 

Wenn man nun im Mittelpunkt des Kreisdurchmessers nach beiden 
Seiten Lote auf dem Durchmesser errichtet, die ktirzer als der Kreisradius 
sind, so zerfallt bekanntlich keiner der Halbkreise. Vielmehr geht jeder in 
einen neuen Bereich tiber, dessen Grenze nun von dem alten Halbkreis, 
dem Durchmesser und dieser Lotstrecke gebildet wird. Nun lassen wir 
den Kreis wieder weg und ziehen den Schlu8, daB durch Anbringung jener 
Lote auch der von altem Polygon und Querschnitt begrenzte Bereich nicht 
zerfallen kann. Denn seien etwa P, und P, zwei Punkte eines von altem 
Rand und vom Querschnitt bestimmten Bereiches und JJ ein Polygonzug, der 
beide in diesem Bereiche verbindet, der also namentlich den Querschnitt 
nicht trifft. Die einem Halbkreis angehdrigen Teile desselben kann man 
aber nach dem eben Gesagten durch Streckenziige des Halbkreises ersetzen, 
die das Lot nicht treffen. Wenn daher der Querschnitt das Polygon nicht 
zerlegte, so wiirde auch durch Anbringung der Lote keine Zerlegung bewirkt. 
Man koénnte daher die Lotenden durch einen Polygonzug des Bereiches ver- 
binden, welcher also das aus Querschnitt, Rand und Loten bestehende 
Kontinuum nicht trifft. Denn dies Kontinuum ist die neue Bereichgrenze. 
Dieser Polygonzug macht zusammen mit den beiden Loten ein einfach ge- 
schlossenes Polygon ® aus. Sowohl seinem Inneren wie seinem AuBeren 
geh6ren Punkte des Querschnittes an, weil der Kreisdurchmesser vom 
Auferen ins Innere tibergeht. LaBt man diesen Durchmesser also vom 
Querschnitt weg, so zerfallt er in zwei Teilztige, deren einer dem Inneren, 
deren anderer dem Auferen von ® angehdrt. Daher zerlegt das Polygon 
das Kontinuum, bestehend aus altem Rand-und den zwei noch tibrigge- 
bliebenen Streckenziigen des Querschnittes, in zwei abgeschlossene Teil- 
mengen. Das widerspricht aber der Natur eines Kontinuums. . 

Erweiterung. Der eben bewiesene Satz lapt sich auf zweifach zusammen- 
hangende Bereiche tiberiragen, wenn man Querschnitte betrachtet, welche wie 
eben 2wei Punkte derselben Randkurve verbinden. 

Satz VIi. Wenn aber der Querschnitt zwei verschiedene Randkurven?) R, und 
fi, eimes mehrfach zusammenhiingenden Bereiches verbindet, so zerlegt er den 
Bereich nicht. 

Zum Beweise nehme ich wieder eine Teilstrecke des Polygonzuges weg. 
Dann bildet der Rand R, zusammen mit dem einen noch verbleibendén 


1) Darunter verstehe ich zwei je in sich zusammenhingende Mengen von Rand- 
punkten, die aber nicht ein und derselben zusammenhiingenden Menge von Rand- 
punkten angehéren. 
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Stiick des Querschnities ein Kontinuum, ebenso bildet R, mit dem anderen 
noch verbleibenden Stiick des Querschnittes und den tibrigen Randpunkten 
eine abgeschlossene Menge. Ich zeichne nun nach Satz III einen Polygon- 
zug, der die beiden Mengen trennt. Das vorhin weggelassene Stiick des Quer- 
schnittes verbindet daher das Polygoninnere mit dem Polygoniuferen, trifft 
also das Polygon und hat eine ungerade Anzahl von Kontinua (Punkte und 
Strecken) mit demselben gemeinsam. Ich durchlaufe das Polygon und mar- 
kiere mir den ersten und den letzten Treffpunkt mit dem Querschnitt. Diese 
zerlegen das Polygon in zwei Streckenziige, deren jeder die beiden Seiten 
des Querschnittes miteinander verbindet?), und deren einer den Querschnitt 
nicht trifft. Derselbe zerlegt daher den Bereich nicht. War vielmehr der 
gegebene Bereich zweifach zusammenhingend, so ist der vom alten Rand 
und dem Querschnitt begrenzte Bereich einfach zusammenhingend, denn 
dieser Rand und der Querschnitt machen ein Kontinuum aus. Aus einem 
dreifach zusammenhiingenden Bereich aber macht der Querschnitt einen zwei- 
fach zusammenhingenden. | 

Zusatz. Wenn man unter einem Hinschnitt eines Bereiches einen Polygon- 
zug aus dem Bereich versteht, der einen Bereichpunkt mit dem Rande 
verbindet, so zerlegt ein EHinschnitt keinen Bereich, dndert nicht einmal 
seinen Zusammenhang. Wenn man nimlich etwa aus einem einfach zu- 
sammenhangenden Bereich einen seiner Punkte weglaBt, so wird aus ihm 
ein zweifach zusammenhingender Bereich. Verbindet man dann diesen 
Punkt mit dem Rande, so ist dieser Hinschnitt des alten Bereiches ein 
Querschnitt des neu entstandenen zweifach zusammenhingenden, verwandelt 
diesen also wieder in einen einfach zusammenhingenden Bereich. 

Satz VII. Hin dreifach zusammenhiingender Bereich mige aus einem Poly- 
gon dadurch entstanden sein; daB zwei getrennte, dem Inneren des Polygones 
angehorige zusammenhiingende abgeschlossene Mengen entfernt werden. Man 
kann alsdann einen Querschnitt angeben, welcher das Polygonimnere in zwei 
Polygone zerlegt, deren eines die eine, deren anderes die andere der beiden eben 
genannten Mengen in seinem Inneren enthiilt. 

Zum Beweise verbinde man die beiden genannten Mengen M, und M, 
durch zwei einander nicht treffende Hinschnitte mit dem Polygonrande. 
Der so entstehende einfach zusammenhingende Bereich sei B. Ihre Miin- 
dungspunkte auf dem Polygon seien P, und P,. Diese Punkte zerlegen 
das Polygon in zwei Teilbogen. Auf jedem derselben markiere man einen 
Punkt: Q, und Q,. Diese bestimmen zwei. Bogen JI, und II, des Poly- 


1) Der eine trifft das Querschnittstiick in einer ungeraden Zah! von Kontinua und 
besitzt daher die angegebene Eigenschaft. Daher liegen auch Anfang und Ende des 
anderen Streckenzuges auf verschiedenen Querschnittseiten. 


88 IV. Studium einiger spezieller Funktionen 


gones, deren einem P,, deren anderem P, angehdrt. Die beiden Punkte Q, 
und Q, verbinde man nun durch einen dem Bereich B angehérigen Strecken- 
zug II miteinander. Dieser Querschnitt bewirkt die gewtinschte Zerlegung. 
Denn JI und JI, begrenzen ein Polygon, dessen Innerem M, angehért. P, 
gehért nimlichseinem Rande an, und von P, aus gelangt man lings des 
vorhin eingefiihrten Hinschnittes in das Polygoninnere zu M,. Ebenso be- 
stimmen JZ und JJ, ein Polygon, dessen Jnnerem J, angeh@rt. 

Erginzung: Wenn aus dem Polygon m zusammenhangende Mengen 
entfernt sind, so kann man das Polygon durch n—1 Querschnitte in n 
Teilpolygone zerlegen, deren jedes genau eine der m Mengen enthalt. Man 
beweist dies, indem man etwa erst »—1 der » Mengen zu einer verbindet 
und dann Satz VIII verwendet. Mit dem Polygon, das dann die »—1 
verbundenen Mengen enthilt, verfihrt man aufs neue ebenso. 

Die im Anhang zum vorigen Paragraphen und die eben jetzt bewiesenen 
Sitze sind einer weitgehenden Verallgemeinerung faihig. Zunachst wird 
der Leser bemerken, daS man unsere Beweise ganz miihelos auf den Fall 
tibertragen kann, daB man statt geradlinig begrenzter Polygone etwa Kreis- 
bogenpolygone oder noch allgemeiner begrenzter Vielecke heranzieht. Ja, 
man kann als Grenze die in gewissem Sinne allgemeinste stetige Kurve, 
die sogenannte Jordankurve heranziehen. Unter einem Jordanschen oder 
einem einfachen stetigen Kurvenbogen versteht man den Kurvenbogen z= a(t), 
a<t<6, wenn z(t) stetig ist und wenn nur fiir ¢; = ¢,:2(t,) = 2(t,) sein 
kann. Das ist also ein Kurvenbogen, der jeden seiner.Punkte nur einmal 
passiert. Hin aus solchen Kurvenbogen als Seiten aufgebautes doppelpunkt- 
freies Polygon — keine zwei Seiten sollen sich also schneiden — heibt 
eine Jordankurve oder eine einfach geschlossene stetige Kurve. Man kann 
dieselbe hiernach offenbar auch als das umkehrbar eindeutige und stetige 
Bild einer Kreisperipherie erkliren. Alle seither ftir Polygone und Polygon- | 
zlige bewiesenen Siatze gelten auch fiir Jordankurven. Insbesondere gilt 
also der sogenannte Jordansche Kurvensatz: 

Satz IX. Hine jede geschlossene Jordankurve zerlegt die Ebene in genau 
zwei Crebiete. ; 

Auf den Beweis dieses Satzes, den der franzdsische Mathematiker 
C. Jordan zuerst versuchte, wollen wir hier nicht mehr eingehen. Den be- 
quemst lesbaren Beweis, der keine anderen als die hier besprochenen Hilfs- 
sitze erfordert, findet der Leser in einer Arbeit von Winternitz im ersten 
Bande der Mathematischen Zeitschrift. Er ist dem knapper dargestellten 
Brouwerschen Beweis in Mathematische Annalen Bd. 69 nachgebildet. 

Wenn wir gelegentlich von diesem Satze Gebrauch machen, so wird es 
kaum weiter stéren, daB wir hier den Beweis unterdriicken; denn immer 
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wird es geniigen, wenn der Leser dabei an die einfachsten ihm geliufigen 
Kurven denkt. Es ist nur begrifflich bequemer, statt dessen von Jordan- 
kurven zu reden, denn es wiirde schwer halten, die eben genannten ein- 
fachen Kurven begrifflich zu charakterisieren. 

Ich schlieBe nun einen kleinen Satz an, der zwar aus dem Rahmen der eben 
besprochenen etwas herausfiallt, der uns aber auch bald gute Dienste leisten wird. 

Satz X. Es sei eine Folge von einfach zusammenhdngenden Bereichen 
B,, B, +--+ gegeben, derart, da jeder Bereich alle Bereiche mit kleinerer 
Nummer umfapt. Die Menge derjenigen Punkte, welche mindestens einem 
dieser Bereiche angehiren, bildet dann selbst einen einfach zusammenhingenden 
Bereich B, den wir als Grenzbereich der Bereiche B,, auffassen kénnen. 

Wenn niamlich ein Punkt einem der Bereiche angehért, so besitzt er 
eine gewisse Umgebung, die gleich ihm allen folgenden Bereichen 
angehort. Ebenso gehdrt jede Verbindungslinie zweier  solcher 
Punkte auch allen folgenden Bereichen an, Die zu untersuchende Menge 
ist also ein Bereich. Wenn aber die Menge seiner Randpunkte nicht zu- 
sammenhinge, sondern mehrere Kontinua am Rande beteiligt waren, so 
k6nnte man nach Satz III ein im Bereich enthaltenes Polygon konstruieren, 
welches eines der Randkontinua von den iibrigen trennt. Von einer ge- 
wissen Nummer an mu nun dies Polygon vollstandig den Bereichen B,, 
angehéren. Denn wenn es fiir jede Nummer » auf dem Polygon einen 
Punkt P, giibe, der nicht dem Bereiche dieser Nummer angehérte, so 
kénnte ein Hiufungspunkt dieser Punkte P,, auch keinem der Bereiche B,, 
also auch nicht dem Bereiche B angehéren. Wenn aber nun etwa das 
Polygon dem Bereich B, angehért, so miiBte es nach seiner Konstruktion 
sowohl in seinem Inneren als in seinem Auferen Punkte besitzen, die nicht 
za B, gehéren'), also auch Randpunkte von B,. Dann ware aber B, nicht 
einfach zusammenhingend. 

Satz XI. -/eder einfach zusammenhdngende Bereich B kann im Sinne 
von Satz X als Grenze von Polygonen aufgefapt werden. 

Zum Beweise*) betrachte ich die abgeschlossene Menge derjenigen 


Bereichpunkte, deren Abstand vom Bereichrand fa nicht iibertrifft. Ich 


konstruiere nach Satz 1V ein Polygon, das diese Menge vom Rande trennt. 
Dies Polygon sei B,. Dann ist B= lim B,,. 


n>oa 
Satz XII. Jeder Bereich ist Grenzbereich polygonaler Bereiche. 


1) Denn sonst gehérte das Polygoninnere oder das PolygoniiuBere ganz zu By, 
also auch ganz za B im Gegensatz zu der Definition des Polygones. 

2) Der Einheitlichkeit wegen mdgen die dabei vorkommenden Abstinde im stereo- 
graphischen Kugelbild des Bereiches gemessen werden. 
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Der Beweis ergibt sich nach Satz III auf Grund der eben angestellten 
Uberlegungen. Insbesondere gilt noch 

Satz XIII. Jeder zweifach zusammenhingende Bereich kann als Grenze 
von Polygonringen aufgefapt werden. Der ‘Beweis verlauft unter Verwendung 
von Satz V genau wie bei Satz XI. 

Alles in diesem Paragraphen Besprochene ist wohl anschaulich leicht 
einleuchtend. Eine nihere Analyse zeigt aber, daB diese Anschaulichkeit 
ein Trugbild ist, denn nicht der allgemeine Satz tiber die betreffenden Be- 
griffe ist es, der unserer Anschauung einleuchtet, sondern es sind gewisse- 
- einfache Spezialfialle, an welchen unsere Anschauung orientiert ist. Bei 
solehen Verallgemeinerungen anschaulich einleuchtender Sitze auf begriff- 
liche Wahrheiten kann man aber nicht vorsichtig genug sein. Daher 
haben wir auch hier nicht die Miihe gescheut, unseren weiteren Uber- 
legungen eine solide Grundlage zu geben. 


§ 9. Nochmals der Logarithmus und seine Abbildungen. 

Wir wollen zunichst einen Teil der Ergebnisse des vorigen Paragraphen 
verwenden, um einige Siitze iiber die logarithmische Abbildung, die auch 
wieder der unmittelbaren Anschauung recht nahe liegen, Giants zu be- 
weisen. Es handelt sich im wesentlichen um folgenden Satz: Die end- 
lichen Werte, welche w= log z in einem den Punkt z=0 enthaltenden ein- 
fach zusammenhdngenden Bereich annimmt, erfiillen selbst einen einfach zu- 
sammenhdngenden Bereich, den Bildbereich jenes Bereiches. 

Zunachst ein paar Worte zur Erlauterung. DaB ein den Nullpunkt 
nicht enthaltender endlicher einfach zusammenhangender Bereich wieder in 
einen schlichten einfach zusammenhangenden Bereich iibergeht, leuchtet 
nach allem, was wir tiber den Logarithmus wissen, ohne weiteres ein. Er 
vermittelt ja nach 8,77 eine gebietstreue schlichte Abbildung und fiihrt den 
Rand des abzubildenden Bereiches in den Rand des Bildbereiches iiber, 
Bei dem jetzt zu beweisenden Satze aber liegen die Verhiltnisse etwas 
anders. Denn der abzubildende Bereich ist ja zweifach zusammenhingend. 
Auch im Nullpunkt wird ja der Logarithmus singulair. Trotzdem wird der 
Bildbereich wieder einfach zusammenhiingend. Von einfachen Fallen her 
ist die Richtigkeit des Satzes dem Leser auch schon geliufig. So ist ja 
z. B. das Bild des Kreises 0 <|z|<r die Halbebene R(w) <logr. Jetzt 
gilt es, den allgemeinen Fall zu erledigen. 

Zunichst mache ich einmal die einschrénkende Annahme, daB der Be- 
reich von einem einfachen Polygon begrenzt ist. Das geschieht in der Ab- 
_ sicht, hernach einen allgemeineren Bereich als Grenze solcher Polygone im 
Sinne von Satz X (S. 89) aufzufassen, Dieser Polygonzug geht bei der 
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Abbildung in eine Jordankurve iiber, welche zwei um 227i unterschiedene 
Punkte miteinander verbindet. Verbinde ich weiter den Punkt z= 0 mit 
dem Polygon durch einen lings der positiven reellen Achse gefiihrten 
Querschnitt, so wird aus dem Polygon ein einfach zusammenhingender 
Bereich, der also durch w= logz auf einen einfach zusammenhingenden 
schlichten Bereich der w-Ebene abgebildet wird. Derselbe ist von dem 
eben genannten Jordanbogen und zwei Parallelen zur reellen Achse begrenzt, 
die um 227 gegeneinander verschoben sind, also auf einen abgeschnittenen 
Streifen. Hine solche Abbildung vermittelt ein jeder Zweig des Logarith- 
mus. Denn alle sind sie ja in dem Polygon, das wir eben abbildeten, ein- 
deutig und unterscheiden sich voneinander um Vielfache von 227%. Die 
durch die verschiedenen Zweige erhaltenen Bildstreifen lagern sich also 
glatt zu einem einfach zusammenhingenden Bereich aneinander, welcher 
dann von den Bildern des Polygonrandes begrenzt wird. Diese Jordansche 
Randkurve besteht aus lauter kongruenten, um Vielfache von 227 gegen- 
einander verschobenen Bogen und erstreckt sich also ins Unendliche. . Diese 
Bemerkung wird uns spiater niitzlich sein. 

Wenn wir nun den urspriinglich gegebenen Bereich als Grenze von 
Polygonen auffassen, so wird er selbst auf den Grenzbereich dieser 
Polygonbilder abgebildet. Also auch sein Bildbereich wird einfach zu- 
sammenhangend. 

Wir betrachten nun weiter einen zweifach zusammenhingenden Bereich. 
Der Punkt z=0 soll ihm nicht angehoren. Wenn der Bereich den Punkt 
2=0 wmringt, d.h. wenn es in ihm ein einfaches Polygon gibt, das diesen 
Punkt umschlieBt, so wird auch dieser Bereich auf einen einfach zusammen- 
hangenden Bereich abgebildet. 

Denn wieder kénnen wir den Bereich als Grenze von Polygonringen 
auffassen und brauchen den Satz also nur fiir Polygonringe zu beweisen. 
Dann ergibt er sich sofort aus dem vorigen. Denn der vom duBeren Poly- 
gon begrenzte z = (0 enthaltende Bereich hat dann einen einfach zusammen- 
hangenden Bildbereich. Von diesem ist das Bild des inneren Polygones 
wegzulassen. Der iibrigbleibende Bereich ist einfach zusammenhingend 
denn die Bilder der Polygonperipherien baben den Punkt z= oo gemein- 
sam und bilden also eine zusammenhingende Menge. 


§ 10. Der Tangens. 


Die durch sin z, cos z vermittelten Abbildungen werden wir erst spiter 
niher untersuchen kénnen, weil wir dazu einige Kenntnisse iiber die Funk- 


tion Zz +2 nétig haben. Wohl aber kénnen wir jetzt schon tang 2 tiber- 


Bieberbach, Funktionentheorie I 7 


92 IV. Studium einiger spezieller Funktionen 


sehen. Der Tangens wird wie im Reellen als Quotient = erklart. Fiihrt 


man die Exponentialfunktion ein, so gewinnt man die Darstellung 


tigtt tg —4* dee" ee 
tang z= — paaig ats oder auch tang z= ar 
Aus dieser. letzten Gestalt kann man bequem den Verlauf der Abbildung 
entnehmen. Wir wollen zunichst die Abbildung des durch die Geraden 
x=0 und «=a begrenzten Streifens betrachten. Der Tangens bleibt ja 
ungeindert, wenn man sein Argument um Vielfache von a dndert. Daher 
lassen wir diese Beschrankung auf einen Streifen der Breite x zuniachst 
eintreten. Wir setzen zunichst 2i¢2—€ und bilden damit den Streifen auf 
den von den Geraden t= 0, t= 2a ({=6-+ ir) begrenzten Streifen 
ab. Alsdann setzen wir e'=¢ und erhalten so die Abbildung des Streifens 
auf die volle t-Ebene. Dabei geht die Grenze des Streifens in die posi- 
tive reelle Achse iiber. Endlich haben wir 

_ 1t-1 
a t+1 1 

Das ist eine lineare Funktion. Durch sie wird die volle ¢-Ebene derart 
auf die volle w-Ebene abgebildet, daB dabei die positive reelle Achse in 
das endliche geradlinige Verbindungsstiick von —i und +7 tibergeht. 
Das ist also der Bildbereich unseres Streifens der Breite a in der z-Ebene, 
welcher aus diesem durch Abbildung vermége der Funktion w = tang z¢ 
erhalten wird. Die Parallelen zur imaginaéren z-Achse gehen dabei in die 
Kreise durch + 2 und —i tiber, wihrend 
die Parallelen zur reellen Achse zum dazu 
| senkrechten Kreisbiischel fiihren. Niaheres 
mag man dem Anblick der Figuren 37a 
und 37b entnehmen. Zerlegt man nun die 
z-Kbene in lauter zu dem ersten parallele 


bs 
minal Streifen der Breite z, so wird ein jeder 


Bite 
ee solcher Streifen in ein gleiches Exemplar der 
FES w -Ebene abgebildet, derart, daB z- Punkte, 
MADR tab 


die sich um Vielfache von x unterscheiden, 
denselben w-Wert liefern. Nun vereinigen 
wir die verschiedenen Exemplare der 
w-Ebene zu einer Riemannschen Fiche, 
indem wir sie so aneinanderheften, wie die Streifen der z-Ebene aneinander- 
hangen. Sie sind also lings der Bilder der Linien, welche die Streifen von- 
einander trennen, aneinanderzuheften. Das ist aber jedesmal die Verbindungs- 
linie von — i nach +7. Denken wir uns alle w-Ebenen langs dieser Linie 


Fig. 37a, 
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aufgeschnitten, so kénnen wir da ein rechtes und ein linkes Ufer unter- 
scheiden. Dann ist jedes Blatt in seinem rechten Ufer an das linke Ufer 
des voraufgehenden Blattes anzuheften. Man erhilt so eine Riemannsche 


Flache, unendlich vielblittrig 
L_ | pl bakit | 


wie die des Logarithmus, mit 
Verzweigungspunkten unend- 
licher Ordnung bei + i, wih- 
rend ja die der Logarithmus- 
flache bei 0, co lagen. Dab 
die Beziehung zum Logarith- 
mus eine noch engere ist, “als 
man hiernach schon vermuten 
kann, werden wir bald sehen. 
Zunachst aber miissen wir die 
eben angegebenen Resultate 
noch etwas niaher begriinden. 
Was ist ein voraufgehendes 
Blatt, und warum miissen wir 
stets ein rechtes Ufer an ein 
linkes anheften? 

Wir wollen sagen, ein Blatt 
gehe einem anderen voraus, 
wenn sein zugeh6riger Streifen kleinere Realteile enthilt als der zum folgen- 
den Blatt gehérige Streifen. Wir miissen nun zusehen, in welcher Weise 
die rein imaginaére Achse der z-Hbene auf die Verbindungslinie +7 abge- 
bildet wird. Die Pfeile in den beiden Figuren bringen das des niaheren zur 
Darstellung. Zur Begriindung sei nur bemerkt, daB doch tang 0 = 0 ist, 


Fig. 37b. 


und daB tang z fir 0<z <= mit wachsendem ¢ zunimmt. Da nun aber 


die positive imaginiire z-Achse links von der positiven reellen Achse liegt, 
so mu ihr Bild links von der positiven reellen w-Achse sich befinden. 
Riickt man nun von der imaginiren Achse aus nach der rechten Seite der 
von unten nach oben gehenden Durchlaufungsrichtung in den Streiten 
hinein, so muB die Bildbewegung auch nach der rechten Seite der 
eben angegebenen Durchlaufungsrichtung erfolgen. Geht man aber nach 
links in den vorausgehenden Nachbarstreifen, so muf man durch Fort- 
schreiten zur Rechten der Richtung —i—>+7 in das vorausgehende 
Blatt gelangen. Daher sind die Blatter so aneinanderzuheften, wie oben 
angegeben wurde. 

Aus dem Verlauf der Abbildung entnimmt man wieder, daB jedes 
geniigend kleine, von Koordinatenlinien begrenzte Quadrat der z-Hbene in 

fie 
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ein Kreisbogenviereck der w-Hbene tibergeht. (Vgl. Fig. 37.) Daher ist 
die Abbildung durchweg gebietstreu. Eine Ausnahme machen nicht einmal 
die bei den Nullstellen von cosz gelegenen Pole. Pole sind das deshalb, 
weil ae dort stetig und analytisch ist. (Vgl. 8S. 49.) 


i} 
In jedem schlichten Bereich, der die Verzweigungspunkte +7 der 


Flache nicht enthilt, zerfallt die Umkehrungsfunktion z= arctg w in un- 
endlichviele Zweige, deren jeder in dem Bereiche eindeutig erklart ist, 
und die sich voneinander um Vielfache von a unterscheiden, entsprechend 
dem Blatt der Riemannschen Flache, in dem man den Bereich gelegen 
denkt. Daher rechnet man nun, wie schon mehrfach geschehen, nach, daB 


oh arctgs w= 
dw One ie 


torte 
i+w? 
wird. arctg w ist also in jedem solchen Bereich analytisch. 

Umlauft w im positiven Sinne den Punkt w=? einmal, so nimmt 
arctg w um aw zu. Umlauft es aber —7 einmal im positiven Sinne, so 
nimmt aretg w um a ab. 

Wir stellen nun noch den arctg w durch den logw dar. Zu dem 
Zwecke haben wir nur die Gleichung 


1 ertz_y 
>>>. > 
a Fakoke S| 
nach zg aufzulésen. Man findet 
1 1+ tw 
# = 97108 iy 


Tatsichlich fiihrt ja nun die lineare Funktion 


1t+tiw 
1—iw 


die Riemannsche Flache des arcustangens in eine bei 0 und oo verzweigte 
Flache tiber, die dann durch den Logarithmus schlicht abgebildet wird. 


§ 11. w= 3 (2 +2) 


Um die Abbildung dieser Funktion zu tibersehen, bemerken wir zu- 
nachst, daB sie tiberall da winkeltreu ist, wo die Ableitung nicht ver- 
schwindet. Das ist aber nur fiir z=-+1 der Fall. Dort erhalt w die 
Werte w=-+1. Diese werden voraussichilich also fiir den Bildbereich 
~ der z-Kbene eine besondere Rolle spielen. 


Ich setze nun ; . 
a=re'?, w=uUut ww. 
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- 1 1 
Dann wird us (r = =) COS @ 


1 1 ; 
v= e\ == =) sIN @. 
Daher gehen die Kreise y =c in die Ellipsen 


u? v? 1 


nyt sae 
eae Cle xs 
und die Geraden g =c in die Hyperbeln 
u? vy? 
cos?¢ sin?c 

tiber. Die Brennpunkte dieser Kegelschnitte liegen stets bei +1. Wegen 
der Winkeltreue der Abbildung findet man daher die bekannte Tatsache 
bestatigt, daB die Ellipsen auf den konfokalen Hyperbeln, d. h. den Hyperbeln 
gleicher Brennpunkte senkrecht stehen. Der Einheitskreis insbesondere 
geht in das Stiick der reellen Achse von —1 bis + 1 iiber. Das liest man 
entweder aus der Ellipsengleichung ab, oder man gewinnt es direkt, indem 
man ¢=e'? in = (2 _ =) eintrigt. Dann wird w=cosq. Man sieht so, 
daB zur reellen Achse spiegelbildliche Punkte des Hinheitskreises denselben 
Punkt der reellen Achse liefern. 

Weiter sieht man, da8 Kreise von reziproken Radien r und 2 dieselbe 


Ellipse liefern. Wir deuten daher die Abbildung in zwei Exemplaren der 
w-Ebene. In der einen tragen wir die Bilder der Punkte des Hin- 
heitskreisinneren ein; auf die andere bilden wir das AuBere ab. 
Lassen wir nun einen Kreis |z|= yr etwa das Innere: des Hinheitskreises 
iiberstreichen, so iiberstreicht die Bildellipse genau einmal die w-Hbene. 
Daher wird sowohl das Innere wie das AuBere auf ein  schlichtes 
Exemplar der w-Ebene abgebildet. Diese beiden haben wir nun noch zu 
vereinigen, so wie Inneres und Auferes des Hinheitskreises aneinander- 
haingen. Das lauft darauf hinaus, daB wir lings der Linie —1—>+1 
die beiden w-Ebenen kreuzweise aneinanderheften, so etwa wie lings der 
positiven reellen Achse die beiden Blitter der Riemannschen Fiche von 
Vw zusammenhingen. Man sieht namlich leicht ein, daB z-Werte, die 
am Hinheitskreis invers sind, konjugiert imaginiiren w-Werten entsprechen. 


Denn es ist ja w = =w(z). Denkt man sich daher die beiden Blitter 


von —1 nach + 1 aufgeschnitten, so ist immer ein unteres mit einem 
oberen Ufer des anderen Blattes zu vereinigen. Man kann dies auch dar- 
aus folgern, daB ja ein von Koordinatenlinien begrenztes Kreisbogen- 
viereck, welches einen Bogen des Kreises |z|= 1 enthalt, bei der Abbildung 
in ein von Kegelschnittbogen begrenztes Viereck tibergehen mu, welches 
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einen Teil des Stiickes der reellen Achse von —1 bis +1 enthilt. Uber- 
haupt geht ja ein solches Kreisbogenviereck, welches +1 nicht enthilt, 
stets in ein schlichtes Viereck der w-Ebene tiber, so daB wieder die Ab- | 
bildung gebietstreu ist. Dies ist auch bei den Punkten 2=+1 der Fall. 
Die schlichte Umgebung eines solchen Punktes geht in die zweifach 
gewundene Umgebung von w=-+1 iiber. Um das zu sehen, haben wir 
im Sinne der Definition, die wir S. 69 fiir eine zweiblittrige Umgebung gaben, 
zu zeigen, daS man die Gesamtheit der Punkte unserer Riemannschen 
Flache, welche in der Nahe von + 1 liegen, durch die Funktion t= Yw—1 
baw. Yw+1 auf die schlichte Umgebung von ¢=0 abbilden kann. Der 
Augenschein liBt ja schon vermuten, daB es so ist. Den allgemeinen 
Grund werden wir erst spiter kennen lernen. Vorlaufig miissen wir eine 
besondere Uberlegung anstellen. Wir bemerken, dab 
ee 1 zg—1 1 ais i 
Pe rE ARTE 

Wir erhalten so je nach dem Vorzeichen der Wurzel zwei Abbildungen. 
Wir entscheiden uns fiir diejenige, fiir die Yi=+ 1 ist. Nun leistet 
jedenfalls =z eine schlichte Abbildung der Umgebung von z= 1 auf 
die schlichte Umgebung von £=1- Dann ist also noch die Abbildung 


anzusehen, welche a von der Umgebung von £=1 vermittelt. 


: ioxs 1 
Ich schreibe (i= = Gs + a 


und setze 7 = +; dann geht die schlichte Umgebung von £=1 in die 
schlichte Umgebung von t =7 tiber. Und diese wird, wie schon in den 
vorigen Betrachtungen liegt, durch 


schlicht abgebildet.. Fassen wir zusammen. Die Funktion ¢=/Vw—1 
bildet die Gesamtheit der Punkte, welche auf der Riemannschen Flache in 
der Nahe von +1 liegen, auf die schlichte Umgebung von ¢=0 ab. 
Denn diese Punkte der Flache sind genau die Bildpunkte der Umgebung 
von ¢=1. Und zu diesen gingen wir iiber, wenn wir in t=/Yw—1 das 
# einfiihrten, und diese Umgebung haben wir schlicht weiter abgebildet. 
Genau ebenso schlieBt man bei w= — 1. 


Bemerkung: 1. In die Abbildung w= = (2 + 3) kann man auch Hin- 
blick gewinnen, wenn man schreibt: 


Ss . § 1h w= F(e4t 97 

2. Auf der zweiblattrigen Riemannschen Fiche, welche, wie wir sahen, 
bei w= +1 und bei w=—1 verzweigt ist, sind mancherlei Funktionen 
eindeutig erklirt. Das gilt zunichst fiir diejenige Funktion von w, welche 
die Flache umkehrbar eindeutig auf die schlichte g-Ebene abbildet. Sie 
ergibt sich natiirlich durch Auflésung der Gleichung 


oder, was dasselbe ist, von 2?—2wz+1=0 
nach w, so daB man also fiir diese Funktion die Darstellung 
e=w+YyVu'—1 findet. 

So wie aber diese Funktion auf der Flache eindeutig erklart ist, so 

trifft dies auch fiir die Funktion 
2 w= Yuri 

zu. Daher nennt man die Fliche auch Riemannsche Flache der Quadrat- 
wurzel Vw—1 


Mit Ww? — 1 ist natiirlich auch 


pm Vea) fet 
SU 2 eae ae 


eindeutig auf der Fliche erklirt. Auch diese Funktion leistet eine Ab- 
bildung der Riemannschen Flache auf eine schlichte Ebene. Denn man 
kann tee 
pes ee 2S z—1 
w+ e+l1 
schreiben und ersieht daraus, daB sich 


linear durch w+ Vui—i1 
ausdriickt. Um also die Abbildung durch 
Ese 
w+il 
zu erhalten, kann man erst die Abbildung 
2=wtVuI—i1 
vornehmen und alsdann die z-Ebene noch der linearen Abbildung 


eet 


nd BI 


unterziehen, durch welche die schlichte z-Ebene in die schlichte volle t-Kbene 
iibergeht. 
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3. Die hier besprochene zweiblattrige Fliche ist nur ein spezieller Fall 
der zweiblattrigen Flachen mit zwei beliebig gelegenen Verzweigungspunkten. 
Man kann irgend zwei derartige Flachen durch eine lineare Abbildung der 
w-Ebene ineinander tiberfiihren. Man muB8 diese Abbildung nur so wahlen, 
daB dabei die Verzweigungsstellen der einen Ebene in die Verzweigungs- 
stellen der anderen Ebene iibergefiihrt werden. So wird zB. durch die 
Abbildung w—1 


unsere bei w =+ 1 verzweigte Flache in die in § 4 betrachtete Riemannsche 
Fliche von VY£ tibergefiihrt. Denn die neue Flache mu ja durch 
Sin Jere Uy eee 
gs vé x w+ 
auf eine schlichte ¢-Ebene abgebildet werden. 
Auf S. 252 werden wir erneut auf diese Dinge zu sprechen kommen. 


§ 12. Die trigonometrischen Funktionen. 

Wir wenden nun unsere Ergebnisse auf die trigonometrischen Funktionen 
an. Ich betrachte zunichst w=cosz. z beschranke ich zunichst auf 
einen Streifen der Breite 22 parallel der imaginiiren Achse. Er sei etwa 
von den Geraden x=0 und x=2a begrenzt. Durch die Abbildung 
t= e'* geht er in ein volles Exemplar der ¢-Ebene tiber. Die Begrenzungs- 
linien bilden sich auf die positive reelle Achse ab. Nun ist weiter 


wHb (+) aE eb e-4). 


Daher wird das volle Exemplar der ¢-Ebene nun auf die vorhin erhaltene 
zweiblattrige bei w = + 1 verzweigte Fliche abgebildet. Die reelle Achse der 
t-Ebene geht dabei in die Stiicke der reellen Achse von + 1 nach oo in 
beiden Blattern tiber. Soweit sie im Inneren des Hinheitskreises liegt, 
wird sie eben auf das eine, soweit sie im Auferen liegt, auf das andere 
Blatt abgebildet. 

Zerlegt man nun die z-Ebene in lauter parallele Streifen der Breite 22, 
begrenzt von den Linien a= 2ha (h=0, 1, 2---), so wird jeder dieser 
Streifen auf ein solches zweiblittriges Exemplar abgebildet. Langs der 
angegebenen Linien sind dieselben zu vereinigen. So erhalt man den Bild- 
bereich der z-Ebene. 

Bemerkung: Dies Beispiel wird dem Leser schon zeigen, daB die 
Riemannschen Flichen, welche wir zundchst als anschauliches Mittel ein- 
fiihrten, auch recht wenig anschaulich ausfallen kénnen. Darin liegt auch 
eine Andeutung dafiir, daB im Laufe der Zeit uns die Riemannschen 
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Flachen mehr und mehr aus einem anschaulichen ein begriffliches Hilfs- 
mittel werden. Dies mégen dem Leser auch schon die Betrachtungen 
zeigen, welche wir nun weiter anstellen. 

Grenzen wir durch Parallele zu den Koordinatenachsen um einen Punkt 
der z-Ebene eine Umgebung ab, so wird diese durch unsere Abbildung auf 
ein Gebiet iiber der w-Ebene abgebildet. Dasselbe ist schlicht, wofern die 
Abbildung nicht auf die gewundene Umgebung von w=+ 1 erfolgt. Das 
ist aber nur dann der Fall, wenn e'*'= + 1 ist, d.h. wenn 2 ein Vielfaches 
von x ist. Diese Stellen werden aber gerade auf die zweiblattrigen Windungs- 
punkte abgebildet. 

Bemerkung: Schon mehrfach war jetzt ein merkwiirdiger Parallelismus 
von Aufhéren der Winkeltreue und Aufhéren der Gebietstreue im schlichten 
Sinn zu merken. Das ist kein Zufall. Wir werden bald allgemein sehen, 
daB die Umgebung eines Punktes nur dann nicht auf die schlichte Um- 
gebung des Bildpunktes abgebildet wird, wenn dort die Ableitung der 
Funktion verschwindet. Bei dieser Formulierung haben wir natiirlich die 
regularen Stellen der Abbildungsfunktion im Auge. 

Aus unserem Nachweis der Gebietstreue folgt nun, daB in jedem Be- 
reich der w-Ebene, welcher keinen Windungspunkt enthilt, die Umkehrungs- 
funktion z= arccos w in unendlichviele jeweils eindeutig erklirte Zweige 
zerfallt, deren jeder analytisch ist. . 

Die verschiedenen Zweige zerfallen in zwei Klassen. In jeder einzelnen 
Klasse sind die Werte des arccos w um Vielfache von 2 unterschieden. 
Die entsprechenden Bereiche gehéren also verschiedenen Hxemplaren der 
zweiblattrigen Flache an. In iibereinanderliegenden Punkten desselben zwei- 
blattrigen Exemplares nimmt der arecos w weiter durchs Vorzeichen unter- 
schiedene Werte an. Denn auch bei Vorzeichenwechsel von z bleibt cos ¢ 
ungeandert. Daher kénnen die arccos-Werte der beiden Klassen so in Paare 
eingeteilt werden, daB die Werte eines einzelnen Paares sich gerade durchs 
Vorzeichen unterscheiden. 

Um noch die Differenzierbarkeit einzusehen, wihlen wir einen bestimmten 
der Zweige aus. Dann wird wieder nach einer schon mehr verwandten 
SchluBweise darccos w L3 —1 os 1 oth 

dw sing - V{—w? 

Ganz ihnliche Uberlegungen wie die eben angestellten lassen auch in 
dem arcussinus eine unendlichvieldeutige analytische Funktion erkennen. 
Das entnimmt man ja auch daraus, daB 


‘ 4 
sin 4 = Cos Sims )=, 


é 4 
daB also auch arcsin w + arccos w= >: 
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Fiir die Ableitung ergibt sich 


daresinw 1 1. 


dw COS Z Vi—w? 


Man hitte auch von der Darstellung des Arcussinus durch den Logarithmus 
(vgl.S. 237) ausgehen und darauf die Darlegungen aufbauen kénuen. Hinige 
Andeutungen dazu gebe ich spiter (S. 237). Die nahere Durchfiihrung sei 
dem Leser tiberlassen. 


Ftnfter Abschnitt. 


Integralrechnung im komplexen Gebiet. 


§ 1. Unbestimmte Integrale. 


Aufgabe der Integralrechnung ist es auch im komplexen Gebiet vor 
allem, diejenigen Funktionen zu suchen, deren Ableitung einer gegebenen 
Funktion gleich ist. Jede Formel der Differentialrechnung liefert so un- 
mittelbar eine Formel der Integrairechnung, und man erhilt so wie im 
Reellen einen guten Vorrat an Stammformeln. 

Hat man weiter z. B. eine durch eine Potenzreihe dargestellte F wae 
An 2” 
n+1 ; 
Diese Reihe hat ja Koeffizienten von kleinerem Betrage als die gegebene. 
Sie konvergiert also jedenfalls tiberall da, wo die erste konvergiert, und 
kann dann gliedweise differenziert werden (S. 37). So findet man als ihre 
Ableitung die gegebene Funktion. 

Ob die so gefundenen aber, von einer additiven Konstanten abgesehen, 
die einzigen Integrale sind, oder, anders ausgedriickt, ob, wie im Reellen, 
die Konstante die einzige analytische Funktion ist, deren Ableitung durch- 
weg verschwindet, bleibt hier noch dahingestellt. Im Reellen erbringt man 
ja den Beweis auf Grund des Mittelwertsatzes. Der steht uns aber hier 
bisher nicht zur Verfiigung. 

Besondere Vorsicht ist geboten, wenn man beim Integrieren auf mehr- 


f(@)= 2a,2" zu integrieren, so erkennt man ein Integral sofort in >} 


deutige Funktionen sté8t. Dab i= log z ist, sieht ja sehr schén aus. 


Aber die Schénheit hért sofort auf, wenn man Grenzen eintragen will. 


Welchen Wert des Logarithmus soll man unter af e verstehen? Auf der- 


. . . 1 
artige Fragen kann man mit solch naiven Methoden, wie sie bisher zur 
Verfiigung stehen, keine Antwort geben. Wir miissen dazu unsere Unter- 
suchungen auf viel breiterer Grundlage aufbauen. 
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§ 2. Rektifizierbare Kurven. 

w(t) und y(¢) seien zwei fiir a<t<b stetige eindeutige Funktionen 
der reellen Variablen ¢ Wir deuten x, y in einer komplexen g- Ebene. 
In dieser Ebene erhalten wir durch die Funktion z= z(t) = a (tf) + iy (Z) 
ein Bild der Strecke a<t<b, das wir eine stetige Kurve nennen.') 


z= 2(¢) heiBt ihre Gleichung. Dem Parameterwert ¢= a midge ihr An- 
fangspunkt ¢= A, dem Parameterwert ¢=b ihr Endpunkt B entsprechen. 
Wir wihlen »-+1 Parameterwerte §=a<t,<t.<:+++<t_i<t=b. 
Ihnen mégen die Kurvenpunkte A = 4%, z,--- 4,1, én = B entsprechen. 
Wir verbinden sie der Reihe nach durch geradlinige Kurvensehnen und er- 
halten so ein eingeschriebenes Polygon. Seine Linge ist 


wenn wir 4 2;,= 2,.— 2,1 setzen. 

Alle méglichen Zahlenwerte J,, die so als Lingen von elngeschriebenen 
Polygonen auftreten kénnen, machen eine gewisse Zahlenmenge aus. Wenn 
diese beschrdnkt ist, d.h. wenn es feste Schranken UM gibt, die alle J, tiber- 
treffen, fiir die also stets 1, << M gilt, dann heift die Kurve rektifizierbar. 
Die kleinste dieser Schranken, die sog. obere Grenze der 1, nenne ich Ldnge 
der Kurve.*) 

Einige Eigenschaften der rektifizierbaren Kurven ergeben sich unmittel- 
bar aus dieser Definition. 

1. Der Kurvenbogen ist linger als jedes einbeschriebene Polygon stets dann, 
wenn die Kurve kein Polygonzug ist. Nur in diesem Falle gibt es ein ein- 
beschriebenes Polygon gleicher Linge, namlich den Kurvenzug selbst. 

1) Auf eine Méglichkeit, die diese Begriffsbildung zula8t, will ich besonders hin- 
weisen: Die durch z=2z(é) dargestellte stetige’ Kurve kann z.B. eine doppelt durch- 
laufene Strecke sein. W&ahrend der Parameter von a bis ¢ geht, durchliuft etwa z (4) 
die Strecke voll in der einen Richtung, um sie wieder riickwirts zu durchmessen, 
wahrend der Parameter von ¢ bis b weiter wiichst. Auf den ersten Blick ist dies 


Vorkommen vielleicht manchem Leser unerwiinscht und fremdartig. Der aufmerksame 
Leser aber wird sich erinnern, da® solehe Vorkommnisse auch schon in anderem Zu- 


sammenhang vorkamen. So bildet z, B. w= = (2+) den Kinheitskreis auf die 


doppelt durchlaufene Strecke —1 = w ss, +1 ab. Dem entspricht es, daB cos eben 
diese Strecke zweimal durchlauft, wenn g von 0 bis 22 wiachst. Angesichts solcher 
Beispiele, die beliebig vermehrt werden kénnen, ware es ganz pervers, in einem 
funktionentheoretischen Buch kiinstlich solehe Vorkommnisse beiseite zu schieben. 

2) Der Leser mache sich den Sinn der Definition zB. an dem Fall einer aus zwei 
geradlinigen Strecken bestehenden Kurve klar. Die obere Grenze ist hier zufallig ein 
echtes Maximum. 


102 V. Integralrechnung im komplexen Gebiet 


2. Jeder Teilbogen einer rektifizierbaren Kurve ist selbst rektifizierbar. Denn 
unter den dem ganzen Bogen einbeschriebenen Polygonen kommen ins- 
besondere solche vor, unter deren Eckpunkten die Endpunkte des Teilbogens 
vorkommen. Diese Teilpunkte bestimmen einen dem Teilbogen einbeschrie- 
benen Teilzug des Sehnenpolygons. Die so erhaltenen simtlichen Sehnen- 
polygone des Teilzuges sind demnach kiirzer als die Linge des ganzen Kurven- 
bogens. Also sind sie beschrinkt und der Teilbogen ist somit rektifizierbar. 


3. Ahnlich sieht man ein, daB jede aus zwei rektifizierbaren Bogen zu- 
sammengesetete Kurve selbst rektifizierbar ist, und daB thre Lange gleich der 
Summe der Ldngen der Teilbogen ist. Denn jedes der Gesamtkurve ein- 
beschriebene Polygon ist héchstens so lang als die Summe der Lingen 
zweier passender den Teilbogen einbeschriebenen Polygone. Man erhialt 
solche, indem man den Punkt, wo beide Bogen zusammenstoBen, wenn noch 
ndtig, als neuen Eckpunkt einfiihrt. Hr legt ja dann zwischen zwei auf- 
einanderfolgenden Polygonecken. Die Verbindungslinie dieser beiden ersetzt 
-man durch die beiden Strecken nach dem neuen Eckpunkt und zerlegt das 
so entstandene neue langere Polygon mit Hilfe dieser Ecke in zwei den 
Teilbogen einbeschriebene Polygone. So sieht man also, da alle Sehnen- 
polygone der ganzen Kurve nicht linger sind als die Summe der Liangen 
der Teilbogen, aus welchen die Kurve besteht. Weiter aber ist diese Langen- 
summe genau die Lange der Gesamtkurve, weil man ihr durch passend ge- 
wahite Sehnenpolygone offenbar beliebig nahekommen kann. 


4. Nun miissen wir endlich noch sehen, daB wnser fiir manchen Leser 
etwas sonderbare Ldngenbegriff weiter nichts ist als eine Verallgemeinerung 
des tiblichen, der auf die dem Leser geliiufige Integraldarstellung der Lange 
fiihrt. Bei der Herleitung dieser Darstellung setzt man z. B. voraus, daB 
die Kurve aus endlich vielen Bogen besteht, fiir deren jeden zg (#) eine 
stetige Ableitung 2! (t) besitzt. Ich greife einen solchen Teilbogen heraus: 
e<t<8 sei er. Fiir jedes Sehnenpolygon dieses Bogens gilt 


> 14%, /=25 4t,.= S| yia'(e) + (ye DP | 44 


Dabei bedeuten +, und z', im Sinne des Mittelwertsatzes die passenden Stellen 
aus dem Intervall ¢,_ ,<¢<t#, Die Integralrechnung lehrt aber nun, da8 


sich bei gentigend dichter Wahl der ¢, alle diese Summen beliebig wenig von 
dem Integral 


et 
ty 


: f 
J[VEORFW OF a =f\4 | at 


unterscheiden. Dies Integral, der Grenzwert der Naherungssummen“ in dem 
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in der Integralrechnung tiblichen Sinn’) ist aber zugleich deren obere Grenze. 
Denn zu jeder Niherungssumme existieren beliebig viele noch gréBere (wo- 
fern die Kurve keine (erade ist). Man nehme nur in den Naherungs- 
summen die Maxima der | 2’ (r,)| in den einzelnen Intervallen und kon- 
struiere durch fortgesetztes Unterteilen der Intervalle neue solche N dherungs- 
summen. Diese Summen wachsen, wie man in der Integralrechnung lernt, 
stets an. Nur bei geradliniger Kurve sind alle gleich. Da ist aber auch die 
Behauptung trivial. Sonst wachsen die Naherungssummen stindig und streben 
dem Grenzwert zu. Dieser ist zugleich die obere Grenze derselben. Denn 
gabe es nur eine griBere, so gibe es nach dem Cesagten unendlich viele noch 
groBere. Dann wire das Integral noch nicht einmal der Grenzwert, zu dem 
sich alle hindrangen. Es gibt hiernach auch keine den Integralwert iiber- 
treffenden Sehnenpolygonliingen und andererseits gibt es nach der Herleitung 
Sehnenpolygone, deren Liinge dem Integralwert beliebig nahekommt. 

5. Man kann einen beliebigen Punkt der Kurve herausgreifen und ihn 
zum Nullpunkte der Bogenlingenmessung machen. Diesem Punkte midge 
etwa der Parameterwert ¢ =a entsprechen. Dann gehért zum Punkt ¢ die 


Bogenlinge é 
s= [|e (| dt 


Jeder Punkt bekommt so einen bestimmten Bogenabstand von 2 (a)’ und 
jeder Bogenabstand kommt auch nur einmal vor, weil beim Fortschreiten 
langs der Kurve die Bogenlange wachst. Man kann daher die Koordinate z 
der Kurvenpunkte als eindeutige Funktion f(s) der Bogenlinge s auffassen. 
Sie ist gleichzeitig eine stetige Funktion von s. Denn wenn man um ein 
Bogenstiick 4s auf der Kurve fortschreitet, so kann sich dabei die Lage des 
Kurvenpunktes in der z-Ebene auch nicht um mehr als 4s indern. Ist 
insbesondere z(t) differenzierbar, so wird auch f(s) differenzierbar. 


Denn offenbar ist dann ; 
s(= f | pia 


eine differenzierbare monotone Funktion. Daher ist auch ihre Umkehrungs- 
funktion . t (s) 


monoton und differenzierbar. Nun ist aber auch 
f(s) = 2 {it (s)} 
differenzierbar. Bekanntlich ist weiter | f’ (s) | = 1. 
1) Fiir jede stetige Kurve (also nicht nur fir die stetig differenzierbaren) haben 
die Langen der Sehnenpolygone einen solchen gemeinsamen Grenzwert, von dem sich 


also alle zu geniigend feinen Hinteilungen gehdrigen beliebig wenig unterscheiden. Der 
Leser fihre selbst den Beweis fiir diese Behauptung. 
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§ 3. Kurvenintegrale. 


Wir gehen nun daran, den Begriff des bestimmten Integrales ins Kom- 
plexe zu iibertragen. Dazu fiihren wir zunichst das Kurvenintegral 
) 


[ f(z) dz ein, dessen Wert auBer von den Grenzen — zwei komplexen 
Zahlen a und b — auch noch von dem Integrationsweg © einer rektifizier- 


baren, die Grenzen verbindenden Kurve abhingt.') DaB oft diese Abhiangig- 
keit vom Weg nur scheinbar ist, das ist der Inhalt des Hauptsatzes der 
Funktionentheorie. Wir werden ihn in einem der nachsten Paragraphen 
ableiten. 

Seien a und b also zwei Punkte, z= z(s) eine stetige rektifizierbare, 
sie verbindende Kurve und f (z) eine eindeutige stetige Funktion des 
komplexen Argumentes z in einem die Kurve © enthaltenden Bereiche B. 


Wir erkliren nun, was wir unter Hf f (2) dz verstehen wollen. Die Kurve © 


sei dabei auf ihre Bogenlinge 5 als Parameter bezogen, so daB ihre 
Koordinate z eine stetige Funktion von s ist.2) Wir fthren nun wieder 
n-+1-Teilpunkte ein: 4 =a, 4,:--, 2,=6 und bilden (wie im Reellen, 
wo die Kurve © ein Stiick der reellen Achse ist) die Summe 
Sp =f(&) 4%44+°::+f(E) Fen Dabei bedeutet £ irgendeinen Punkt 
des Teilbogens 2,1 bis z,, Wir zeigen nun, daB es eine Zahl S und eine 
Funktion o (¢) gibt, so daB | S—s, |< wird, sobald nur die Lingen aller 
Teilbogen kleiner als o (¢) sind. Diese Zahl S bezeichnen wir dann mit 
6 


He f (2) dz, erstreckt tiber ©. 


Um den Beweis zu erbringen, wihle ich vor allem die Langen der 
Teilbogen so klein, daB auf jedem Bogen die Schwankung der Funktion 
f(2) kleiner als oF ausfallt. L ist dabei die Linge der Kurve. Unter 
Schwankung wird dabei das Maximum verstanden, das die Differenz 
|f(Z,) —f(4)| fiir zwei Punkte Z, und Z, eines Teilbogens annehmen 
kann. Wegen der Stetigkeit und der daraus folgenden gleichmiBigen 
Stetigkeit der Funktion f(z) kann dies wie im Reellen stets erreicht 
werden. Uberhaupt wird ja der Leser gleich merken, da8 unser Beweis 
durchaus wie im reellen Gebiet verliuft. Seien nun 4%z, und 4@)z, die 
z-Differenzen zweier solcher Einteilungen der Kurven und seien 4®)z, die 


1) Daher schreibt man auch hiaufig ob f(2)dz, indem man dabei unter © einen 


C. 
von a nach 6 laufenden Kurvenbogen venaeatite 
2) Der Leser beweise die hierin liegende Behauptung, 
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z-Differenzen derjenigen Teilung, die entsteht, wenn man die bei beiden 
auftretenden Teilpunkte alle auf einmal auftragt. Die Teilungen selbst 
will ich mit J“, 4®, 4® bezeichnen. Hs sei z. B. 


AD 2, = 42,4+ AMayy--- + Ae, 
Dann wird f (é.”) ADz, = f(ee) A® 2, +++» + FE a A®)z,, 
Die entsprechende Teilsumme von 4) wird 
f(E?) 4% ate + £6) e,. 
Die Differenz beider ist dem Betrage nach kleiner als 
| 4a || EP) —7(G") | +e +1 4a | EP) — 16) 
Nun ist aber | (¢{”)— rial | eae fir m= 4, 4+1,--+-p, 


x 


8 
ag 


weil ja sowohl die wie Punkte desselben Bogens der Teilung 4‘) 


sind, und weil auf jedem Bogen die Schwankung kleiner als oF ist. Also 
wird die Differenz kleiner als 


é ‘ \ 
ell 49a [te +) 4% ul), 


Fiihre ich nun diese Uberlegung lings der ganzen Kurve aus, so wird der 
Unterschied der Naherungssamme S® und der Naherungssumme S) also 


SO — §®@\< = 
Ebenso wird (9) — $8) |< =. 
Daher wird SY — SO) < «. 
Damit ist gezeigt, daB es eine Zahl S von den behaupteten Higenschaften _ 


gibt. 
Hinige Eigenschaften des Integralbegriffes liegen unmittelbar auf der 
Hand. Wenn eine Kurve aus zwei Teilbogen ab und bc besteht, so ist 


6 c e 
Sefaf 
b a 
Ferner ist f=-f- 
a 6 


Denn wenn man fiir beide Integrale mit den gleichen Teilpunkten Nihe- 
rungssummen bildet, so sind diese stets bis aufs Vorzeichen einander gleich. 
Denn bei dem einen sind die 42,= ¢,— 2-1, bei dem anderen aber gleich 


Pages| aes By. 
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Das Integral einer Summe ist gleich der Summe der Integrale der eas 
Summanden. Das Integral der Null verschwindet. Das Integral — fe - az 


der Konstanten c ist stets gleich c(b —a). Denn stets ist 
Aa, te + Aen = 4 —- A+ —& +s +b — 4% _1=b—4. 
Ferner ist fiir die Konstante a das 
fafla)dz = af f(ede. 
Wenn lings des ganzen Integrationsweges der Ldénge L der Integrand 


dem Betrage nach kleiner als M ist, so ist | af? f(e)dz|< ML. Das folgt 


unmittelbar daraus, da® diese Ungleichung fiir alle Naherungssummen gilt, 
die bei der Definition des bestimmten Integrales auftraten. 
Die gleiche Uberlegung ergibt das noch allgemeinere Resultat, daB 


| [f@dze|<f\f@\ds, 


wenn man unter s die Bogenlinge der Kurve versteht. Denn die ein- 
zeluen Glieder der Niherungssumme geniigen den Ungleichungen 


ta) Zi Sebel Se, 


wo unter 4s, die Linge der Teilbogen verstanden wird. Kine Anwendung 
dieser Abschitzung wird beim Beweis der folgenden Aussage gemacht. 
Das Integral der Summe einer gleichmipig konvergenten Rethe  stetiger 
Funktionen kann durch gliedweises Integrieren bestimmt werden. Denn wenn 


a (2) = f\(2) + fle) +> 
langs des Weges © gleichmaBig konvergiert, so gibt es eine fiir ¢ > 0 er- 
klirte Funktion N(), so daB die Summe 

Sn(@) = F(Z) +++ fal?) 
der m ersten Glieder von der Reihensumme s(z) um weniger als ¢ lings 
der Kurve abweicht, sobald nur » > N(e) ist. Schreibt man also 


s(z) en Sn(2) os n(2), 


so ist lings © stets |r,(z)|<«. Ist nun noch L die Linge der Kurve, 


so hat man 


6 | 6 | 
[(s(@) ~5.(2)}€@)|=| frre @)ae| < ob 


| 
oder Jotede— fide —--— fine dz 


<ugels, 


: § 3. Kurvenintegraie eee 07 


Daher ist in der Tat 


J(e)ae— tim | f7,(@)ae + [a @ae + fre ae 


oder Jfs(e)de = [f,(2)de x SR (e)ae fee, 


Der bewiesene Satz kann auch so ausgesprochen werden: Wenn lings 
des Integrationsweges lim s,(2) 
nro 


gleichmaBig gegen s(z) konvergiert, so gilt 
b 6 6 
lim fs,(2)dz =f lim s,(2)dz = | s(2)dz. 
IFO ag a n>o a 


Erweiterung. Es mége gleichmaBig fiir alle dem Integrationsweg 
angehorige z lim f(4,t) = f(z) 
i>t 


gelten'), wobei f(z,t) und f(2) auf dem Integrationsweg stetig sein mégen. 
Dann gilt, wie man genau entsprechend beweist, 


b 6 
lim [f(z,t)dz= [f(2)dz. 
tal 4 


Jetzt wollen wir noch zeigen, da man ein jedes iiber eine rektifizier- 
bare Kurve erstrecktes Integral mit beliebiger Genauigkeit durch ein tiber ein 
Polygon erstrecktes Integral approximieren kann. Dazu verwenden wir 
natiirlich die Polygone, die schon bei der Definition der Kurvenlinge Ver- 
wendung fanden. Wir miissen sie nur so wihlen, dab sie gentigend nahe 
bei der Kurve verlaufen. Hin wesentlicher Beweisgrund ist wieder die 
gleichmaBige Stetigkeit. Man kann namlich eine Zahl r(e) so bestimmen, 
daB in jedem im Bereich B liegenden Kreis vom Radius r(e) die Schwankung 
der Funktion f(z) kleiner als ¢ ist. Wenn wir also alle Polygonseiten 
kiirzer als den Durchmesser dieses Kreises wahlen kénnen, so ist das tiber 
ein solches Polygon erstreckte Integral der Funktion f(z) von der Summe 
f(4) 42, +--+ f(4) 42, um weniger als eZ verschieden. Denn die Linge 
des Polygones ist ja kleiner als die Linge Z der krummen Kurve. In der 
Naherungssumme sind also 2, 2,,-++ 2, die auf der Kurve gelegenen Ecken 
des Polygones. Die Summe ist also auch eine Naherungssumme fiir das 
Kurvenintegral, Um aber zu wissen, daB sie auch von diesem um weniger 


1) D. h. es soll fiir alle «>0 ein d(e) geben, so daB fiir | ¢—zc| <d(e) und be- 


liebige z auf dem Integrationsweg 


|f@O—f@)|<e ist. 


Bieberbach, Funktionentheorie I 8 
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als «LZ abweicht, mtissen wir wissen, da8 auch auf den zwischen den Teil- 
punkten z, liegenden Kurvenbogen die Schwankung von /(¢) kleiner als 
¢ ist. Dazu muB man lediglich die Kurvenbogen alle hinreichend kurz 
wihlen. Denn beziehen wir die Kurve auf ihre Bogenlinge s als Para- 
meter, so gibt es ja eine Funktion d(e), so daB auf jedem Teilbogen der 
Lange d(e) die Schwankung der Funktion f(z) kleiner wird als «. Tragen 
wir nimlich in f(z) fir z die Funktion <(s) ein, so wird f(4(s)) eine 
stetige Funktion von s. Aus der gleichm&Bigen Stetigkeit folgt dann die 
'Existenz der Funktion (se). Man hat also nun die Teilpunkte auf der 
Kurve nicht nur so zu wahlen, daf der Abstand zweier aufeinanderfolgen- 
der kleiner wird als r(s), sondern auch so, daB die zwischen zwei auf- 
einanderfolgenden liegenden Kurvenbogen ktirzer als O(e) sind. Dann 
unterscheiden sich Kurvenintegral und Polygonintegral um weniger als 
Qe voneinander, d. h. ihre Differenz besitzt einen absoluten Betrag 
kleiner als 2¢L. 

Praktisch ist damit also die Berechnung von Integralen iiber rekti- 
fizierbare Kurven auf die Berechnung von Polygonintegralen, also von 
Integralen tiber (abteilungsweise) differenzierbare Kurven zuriickgefihrt. 


§ 4. Die Substitutionsmethode bei Kurvenintegralen. 

Wir behandeln zuerst eine Methode, die es erlaubt, bei speziellen,, nim- 
lich bei stetig differenzierbaren Integrationswegen, die Berechnung der Kurven- 
integrale auf die Berechnung gew6hnlicher reeller bestimmter Integrale zuriick- 
zuftihren. Sei ndmlich z= z(t) («a <t< £) eine stetige Parameterdarstellung 
der Kurve derart, dap z(t) eine stetige Ableitung besitze, dann ist 


b B if B 
Jf@dze= f[f@e'Odt=f[Rdt+ifSdt, 
wenn wir unter R und ¥ Real- und Imaginarteil von f(z) 2' (£) verstehen. 
Da namlich die Ableitungen als stetig vorausgesetzt sind, so gibt es 
eine Funktion d(¢), so daB fiir |4t| << 0(e) die Differenz iss ~~ z'(#)| <é 


wird, ganz einerlei, wie ¢ zwischen @ und 6 gewihlt ist. 


b 
Sei dann Hf f(#)dz das zu untersuchende bestimmte Integral iiber © 
F FQ) 44+ +++ + fn) den 


eine Naherungssumme.'!) Dann kénnen wir dieselbe so schreiben: 


7 


1) Wir machen also hier von einem durch die Definition des bestimmten Integrales 
verbrieften Recht Gebrauch, indem wir die Werte fx aus den einzelnen Kurvenbogen, 
fir welche die f (€x) zu bilden sind, stets am Bogenanfang wihlen. 
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Ak eae 
PA) ae 44+: +f Gn) Gy A bn 


Dies ist aber von /(z,)2' (#,) dt,+ +--+ f(a) 2! (tr) Mt, 

um weniger als ¢ M4 verschieden, wenn wir mit M das Maximum von 
|f(2)| bezeichnen und 4= 6B—oa= 4i,+---+ 4t, setzen. Gehen wir 
mit den Naherungssummen zur Grenze tiber, so ist also dann 


6 gp 
a f@de— fr@e'(Odt) <sMa. 


Da aber ¢ beliebig gewahlt werden kann, so ist 


é 3 
Jf@dz= [Fee (dt. 


Da aber nun das Integral einer Summe gleich der Summe der Integrale tiber 
die Summanden ist, so ist auch die zweite obige Schreibweise gerechtfertigt. 
Beispiele: 1. Es sei © eine beliebige stetig differenzierbare Kurve, 
welche die beiden Punkte a und 6 verbindet. Dann ist das Kurvenintegral 
: | 
nm — 1 n ae n 
fe US Wrote aa l 
wenn n eime positive oder negative von — 1 verschiedene ganze Zahl ist. Denn 
sei g = z(t) (a <t< B) die Parameterdarstellung der Kurve, so wird 
5 Bp 
jade = fare (tat 
a (6) a 


= ae er n-+1 eS m+1__ gn+1 
fend oo dt=—— (» an+), 
Der Wert des Integrales ist also fiir die analytische Funktion 2” vom Inte- 
grationsweg unabhingig. 

2. Sei B ein Bereich, in dem ein Zweig des Logarithmus eindeutig 
erklart sei. Dann wird b 


dz b 
[Fa oe t 


a 


fiir jede im Bereich verlaufende Kurve ©. 
Die Uberlegung gilt auch dann noch, wenn © mit der Gleichung 
a=a(t) (@StSf) 
eine die Punkte a und 6 verbindende Kurve ist, auf welcher log # als ein- 


deutige Funktion des Parameters ¢ erklart ist. Auch dann wird 
ee 


ie 
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6 
Jf F308 — log «. 


Das Integral wird also dann stets dem Wertezwwachs gleich, welchen der 
Logarithmus bei Durchlaufung der betreffenden Kurve erfdhrt. Ist also in- 
sonderheit als Integrationsweg ein den Punkt z= 0 zentrisch oder exzen- 
trisch umschlieBender Kreis gewiahlt, so ergibt sich 


- d - 
[2 =2ai und of = — 2x, 
a & ® 


also + 2x7 oder — 2qi, je nachdem der Kreis den Punkt Null im positiven 
oder negativen Sinn umlauft. Ist der Integrationsweg insbesondere ein 
Kreis |z| = 7, so sei z= re‘ einer seiner Punkte. Dann kann das Inte- 
gral auch so ausgerechnet werden, daB man z = re‘? als Parameterdarstellung 
des Kreises in das Integral einfiihrt. Dann wird 


Pot2a 
fe =1 | dp=2x1 
9 $o 


Der Wert ist also von der Wahl des Punktes z unabhingig, und das 
gibt uns das Recht, hier wie bei allen auf einem geschlossenen Integra- 
tionsweg eindeutigen Integranden von einem Integral iiber eine ge- 
schlossene Kurve zu reden. In Wahrheit ist es auch eine ganz 


und gar nicht immer eintretende Erscheinung, daB der Wert von 


2 nicht abhinot. Hat man z. B. = tiber denselben Kreis zu integrieren, 
so findet man 
zo yp .+22 
JE az=i [ loge + ig) dp =i2mlogr— Sate! — 99 
% Po 


= 2ai log r — 2ay,— 22° 
= 222 log 4 — 22, 
ein Wert also, der ganz und gar nicht von z unabhingig ist. 


ie) 
3. Sei B(¢) = Sna, 2” eine Potenzreihe, z, eine Stelle aus dem Inneren 


oO 


0 et 
q : ; a gn+i1 
ihres Konvergenzkreises, so ist ap Beldz= > — 7 wenn das Integral 
0 0 


tiber eine beliebige stetig differenzierbare Kurve erstreckt wird, die z, mit 
dem Koordinatenanfang verbindet und dem Inneren des Konvergenzkreises 
angehért, SchlieBen wir némlich die Stelle z, in einen Kreis ein, der aufer 
Null auch noch den Integrationsweg enthalten mége, so ist nach 8. 26 in 
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diesem Kreise die Potenzreihe gleichmafig konvergent, und daher kann nach 
8.107 das Integral durch gliedweises Integrieren bestimmt werden. Das fiihrt 
aber gerade zu dem angegebenen Resultat. 

Man findet also das Integral einer durch eine Potengreihe dargestellten 
Funktion durch gliedweises Integrieren. Hier ist also tatsichlich in weitem 
Umfange schon das Integral als vom Integrationsweg unabdhiingig erkannt, 
und gleichzeitig zeigt sich hier bei den Potenzreihen und in den anderen 
Beispielen unser IntegrationsprozeB als Umkehrung des Differentiationsprozesses. 
Beriicksichtigt man noch die am Schlu8 des vorigen Paragraphen besprochene 
Approximation beliebiger Kurvenintegrale durch Polygonintegrale, so kann 
man sogar in allen in den Beispielen 1., 2. und 3. besprochenen Funktionen 
die volle Unabhingigkeit der Integrale vom Weg erkennen. Denn erstreckt 
man in diesen Beispielen das Integral statt tiber eine differenzierbare Kurve 
tiber eine aus endlich vielen differenzierbaren Stiicken zusammengesetzte 
Kurve, so kommt offenbar dasselbe Resultat heraus, weil dann das Integral 


‘gleich der Summe der Integrale tiber die Teilbogen ist. Die Werte an 


den Teilpunkten heben sich dann gerade heraus, weil sie einmal mit plus, 
einmal mit minus dastehen. Also namentlich haben auch in den Beispielen 
alle Polygonintegrale zwischen den gleichen Grenzen den gleichen Wert. 
Erstreckt man also das Integral tiber eine beliebige rektifizierbare Kurve 
zwischen denselben Grenzen, so kann sich dies Integral von dem gemein-. 
samen Wert der Polygonintegrale nicht unterscheiden, da man ja nach 8. 107 
fiir jedes ¢ abschitzen kann, daB der Unterschied kleiner als ¢ sein muB. 

4. Wir betrachten das Integral einer Ableitung. Sei also f’(z) die stetige 
Ableitung einer in einem Bereiche B eindeutigen Funktion f(z). Dann ist 


b 
J ‘f' (2) dz = f(b) — f(a), ganz einerlei, iiber welche Kurve man das Integral 


erstrecken mag. Wir brauchen wieder nur iiber stetig differenzierbare Kurven 
zu integrieren. Sei z=2(t) (a <t<) ihre Gleichung. Dann wird 


apf (2) dz -f7 (2) 2’ (t)dt sails dt = f(b) — f(a). Damit ist die Be- 


hauptung schon bewiesen. Ganz allgemein erkennen wir so in der Inte- 
gration die Umkehrung der Differentiation. 

5. Jetzt kénnen wir auch beweisen, daf die einzige Funktion, deren 
Ableitung verschwindet, die Konstante ist. Denn eine jede miiBte ja durch 
den Integrationsproze8 gewonnen werden kénnen. Der fihrt aber doch 
bei gegebenem Integranden stets nur zu einer Funktion hin. Ist also f' (é) 


= 0, so wird ff (2) dz=f (2) —f (a) =0, dh. f(e)=f(@), 4. b. f (2) hat 
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iiberall denselben Wert, ist also konstant. Demnach ist auch emeé jede ana- 
lytische Funktion bis auf eine additive Konstante durch thre Ableitung vollig 
bestummt. 

Wir gehen nun zu einem zweiten Falle der Substitutionsmethode tiber. 
Wir nehmen dazu an, daB der ganze Bereich B,, in welchem der Integrations- 
weg ©, liegt, durch eine darin samt ihrer Umkehrungsfunktion eindeutige 
analytische Funktion z= p(w) mit stetiger Ableitung umkehrbar eindeutig 
auf einen Bereich B, abgebildet werde. Dabei werde aus dem Integrations- 
weg ©, der Integrationsweg ©, Dann wird, wie wir beweisen wollen, 


ak f ()de eh f(y (w)) gp! (w) de. 


Dabei sind ©, und ©,, in Richtungen zu durchlaufen, welche einander bei 
der Abbildung entsprechen. Das 148t sich durch einfache Anwendung der 
zu Beginn des Paragraphen dargelegten Dinge ohne weiteres erkennen.’) 
Denn wenn w= w(t) eine Parameterdarstellung von ©, ist, so wird z= @ 
(w(t)) eine Darstellung von ©,. Daher wird 


Jf@de = J fly @)] go! (wd) w' @ dt =o f (Gp (w)) p'(w)dw. 
C, w 


Besonders lehrreich ist es, ein Integral von der folgenden Form 


Ire V#—1) dz, wo r (2, Ve—1) 
ine rationale Funktion seiner Argumente ist, zu betrachten. Um sich 
jederzeit tiber den in den einzelnen Punkten des Integrationsweges zu 
nehmenden Wert der Wurzel klar zu sein, tut man gut, sich den Inte- 
grationsweg auf der auf 8.95 betrachteten Riemannschen Flache der 
Quadratwurzel //z?—1 zu denken. Zur Behandlung des Integrales wird es 


dann zweckmaBig sein, die Flache auf eine schlichte w-Ebene abzubilden. 
Das kann nach S. 97 durch die Funktion — 


w=2+Ve—-1 


geschehen. Dann wird, wie man schon im reellen Gebiet lernt, aus dem 
Integral das folgende 


[olor $02) $6 —)au 


also ein Integral einer rationalen Funktion von w. 
Tatsachlich ist ja auch unsere Abbildung weiter nichts als eine der aus 


der reellen Integralrechnung bekannten rationalisierenden Substitutionen. — 


1) Bei nicht differenzierbaren Integrationswegen mu8 noch vorher durch differenzier- 
bare approximiert werden, 
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Man wiirde sich leicht iiberzeugen kénnen, daB auch eine jede andere’ 
solche Substitution auf eine schlichte Abbildung unserer Fliche fiihrt. 
Auch kann man jede derartige Abbildung, z. B. die andere auf 8.97 er- 
wahnte zum Rationalisieren des Integranden brauchen.') 

Auch die allgemeineren Integrale, deren Integrand eine rationale Funk- 
tion von ¢ und der Quadratwurzel aus irgendeinem Polynom zweiten 
Grades ist, kénnen in ahnlicher Weise behandelt werden. Tatsachlich haben 
wir ja auch schon 8. 98 gesehen, daf man durch eine lineare Abbildung 
eine jede zweiblattrige Riemannsche Fliche mit zwei Verzweigungspunkten 
auf die hier betrachtete abbilden kann. 


§ 5. Der WeierstraBsche Mittelwertsatz. 


Aus der reellen Integralrechnung ist der folgende Satz bekannt: 

Wenn f(x) und g(x) fir a<a<b stetig sind, wenn o(z) auBerdem 
yon einerlei Vorzeichen ist, so gibt es eine Stelle € des Intervalles (a <€<b), 
so daB 


ff@e@de=fOfo war ist 


Es soll sich hier darum handeln, eine Ubertragung dieses Satzes auf 
das komplexe Gebiet kennen zu lernen. Ls sei also © eine rektifizierbare, 
die Punkte z=a und z=b verbindende Kurve. 2=2(t) (2<t< 8) sei 
eine Parameterdarstellung derselben. f(z) sei eine auf der Kurve © stetige, 
gy (2) eine auf der Kurve stetige und positive Funktion. Ferner sei I die 
Menge der Werte, welche f(z) auf © annimmt. Endlich sei K die kleinste 
abgeschlossene konvexe Menge*), welche I enthdlt. Dann gibt es in K eine 
Stelle c. fiir die p gp 
[f@Qe@at=E foledt gilt 


Zum Beweise zeige ich, daB der Wert 


ie f((e) at 
i p(z)at 


1) Man vgl. auch das Beispiel auf 8. 164. 

2) Unter einer konvexen Menge versteht man eine Menge, die mit je zweien ihrer 
Punkte auch deren geradlinige Verbindung enthilt, also z. B. einen Kreis, ein Dreieck, 
ein Polygon ohne einspringende Ecken, eine Strecke u. dgl, Unter der kleinsten, eine 
gegebene Punktmenge enthaltenden konvexen Menge versteht man den Durchschnitt 
aller konvexen Polygone, welche die gegebene Menge umschliefen, d. h. die allen 
diesen Polygonen gemeinsame Menge. 


ub 


‘ 


114 V. Integralrechnung im komplexen Gebiet 


einem jeden I’ umschlieBenden konvexen Polygon angehért. Zu diesem 
Zwecke reicht es aus, irgendeine Gerade zu betrachten, die I” nicht trifit, 
und zu zeigen, daB uw stets derselben durch diese Gerade bestimmten Halb- 
ebene angehért wie I" selbst. Daraus ergibt sich ja dann sofort, dai u 
einem jeden I’ umschlieBenden konvexen Polygon angehért. Daher ge- 
hért I auch der kleinsten konvexen Menge an. Denn darunter versteht 
man ja den Durchschnitt aller konvexen Polygone, welche I” umschlieBen. 
Wir wollen also zeigen, daB die Annahme, I" und w liigen auf verschiedenen 
Seiten einer Geraden, nicht zutreffen kann. 

Sei also g eine Gerade, die I und w trennt; dann wiihle ich eine ganze 
lineare Funktion /(3) = A3;-+ B so, daB l(u)=0 ist und daB® g durch die 
Abbildung w= (3) in eine Parallele zur imaginiren Achse der w-Ebene 
tibergeht. I mége dabei in eine der Halbebene R(w) > 0 angehérige Menge 
iibergehen. Dann miiBte also 


6 6 
[fee at Je@Af@+B)at 
AP ose Gee = 0 
f p@)at [ 9@at 
sein. Nun ist aber R (A f(z) + B) > 0, 


weil ja nach Voraussetzung #(I’) > 0 ist. Daher kann die angeschriebene 
Gleichung nicht richtig sein, und daher ist unsere ganze Annahme, uw und I" 
lagen auf verschiedenen Seiten von g, die wir im Widerspruch mit dem zu 
beweisenden Satze machten, falsch. Derselbe ist somit bewiesen. 
Aufgabe: Man kann aus dem Mittelwertsatz auch die schon S. 106 ge- 
gebene Abschitzung 


[F@az 


< f\F@|ds 


wieder gewinnen, in der s die Bogenlinge, Z die Linge der Kurve be- 
deutet. Dazu hat man nur 


(2) = [sen F(@)] F und 9 (2) =| FO| 


zu, wahlen.’) Die Menge I" besteht dann aus lauter Punkten vom Betrage 
Eins. Weil ja Sal Sent ea 

eal OF BY Nae! 

i (as) S a) i 


ist, denn s sollte doch die Bogenlange sein. 


dz 
ds 


1) Vgl. die Erkliirung von sgn. z auf 8. 11. 


ya? 


~~ 
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§ 6. Der Hauptsatz der Funktionentheorie. 


Wir haben mehrfach Beispiele von Integralen kennen gelernt, welche 
yom Integrationsweg unabhingig waren. Freilich begegneten uns beim 
Logarithmus auch Integrale, die vom Verlauf des Weges abhingen. Wenn 


wir nédmlich =f is iiber einen geschlossenen Null umschlieBenden Weg 


integrieren, so kommt nicht Null heraus, wihrend das Integral Null wird, 
wenn der Weg ganz in einem Kreise verliuft, der Null ausschlieBt. Denn 
darin ist jeder Zweig des Logarithmus eindeutig erklirt. Null kommt also 
heraus, wenn in dem vom Integrationsweg umschlossenen Bereiche der 
Integrand stetig ist; ist er unstetig wie - bei z = O, so kann ‘ein von 
Null verschiedener Wert oder auch wie bei 3 der Wert Null heraus- 
kommen. ; 

Zu zeigen, daB in gewissen Fallen das Integral vom Wege unabhingig 
ist, lauft immer darauf hinaus, zu zeigen, daB das iiber eine geschlossene 
Kurve erstreckte Integral verschwindet. spe seien ©, und ©, zwei a und 


b asiedende Wege, so ist die Gleichung tf = =f, «g, Sleichbedeutend mit 


af @*. = 9 und diese wieder was a wenn wir die bei Durch- 
Tnfong der Kurve ©, yon a@ bis 6 und der von ©, von b bis a zuriick 
beschriebene Kurve mit © bezeichnen. 

Wir wollen nun den folgenden auch unter dem Namen Cauchyscher 
Integralsatz bekannten Hauptsate der Funktionentheorie beweisen: 

In einem einfach zusammenhidngenden) schlichten Bereich B sei die 
Funktion f (2) eindeutig und analytisch. In diesem 
Bereich verlaufe die geschlossene rektifizierbare Kurve 
© (Fig. 38). Dann ist 

of: f(~dz= 
(€) 

Fiir die Giiltigkeit des Satzes und fiir die Beweis- 
methode ist es wesentlich, daB der Integrationsweg 
ganz dem Inneren des Bereiches angehért. 

Der Beweis wird in mehreren Schritten gefiihrt. 
Zunichst wird bemerkt, daB es geniigt, den Satz 
fiir Polygone zu beweisen. Denn man kann ja 
(nach §.107) jedes Integral beliebig genau durch ein Polygonintegral 


1) Wegen des Begriffes einfach zusammenhangend‘ siehe §. 85. 
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approximieren.’) Weiter bemerken wir, daB es stets moéglich ist, ein 
solches Polygon zufolge seiner Selbstiiberkreuzungen in endlich viele ge- 
wohnliche Polygone ohne Selbsttiberkreuzung zu zerlegen. In dem Bei- 
spiel:der Fig. 39 kommen zwei solche Polygone 
heraus, deren eines durch starkeres Ausziehen 
der Linien kenntlich gemacht wurde. Fiir diese 
stets mogliche Zerlegung in einfache, d. h. von 
Uberkreuzungen freie Polygone gilt folgende 
Regel. Man denke sich das Polygon von irgend- 
einem seiner Punkte aus durchlaufen. Man 
achte darauf, wann zum ersten Male eine 
bereits durchlaufene Stelle nochmals passiert 
wird. Die Polygonstiicke, welche man zwischen 
.dem ersten und dem zweiten Passieren dieses 
Punktes durchlaufen hat, machen ein einfaches Polygon aus. Denkt man 
sich dies Polygon herausgehoben, so hat man ein erstes einfaches Polygon 
abgesondert und kann nun mit den noch verbleibenden Stiicken des 
urspriinglichen Polygons ebenso weiterfahren. 

Nach dem Gesagten gentigt es also, den Hauptsatz fiir einfache Polygone 
zu beweisen. Denn wegen der eben vorgenommenen Zerlegung kann das 
Integral iiber ein jedes Polygon als Summe der Integrale tiber die einzelnen 
einfachen Polygone dargestellt werden, die bei der Zerlegung heraus- 
kommen, und mu8 daher wie diese verschwinden. 

Hin solches einfaches Polygon zerlegt die Ebene”) in zwei Bereiche, 
sein Inneres und sein AuBeres. Das Innere kénnen wir durch Diagonalen 
in Dreiecke*) zerlegen (Fig. 40). Nehmen wir nun den Satz fiir Dreiecke 


Fig. 39, 


1) Wenn man die Polygonecken so wiahlt, daB der Abstand zweier aufeinander- 
folgender kiirzer ist als der Abstand der Kurve vom Bereichrand, so verliuft das 
Polygon ganz im Bereiche. So mu8 es aber gewihlt werden. 

2) Man ygl. den Beweis auf 8, 79. 

3) Der Beweis fiir diese Zerlegbarkeit beruht auf dem folgenden Hilfssatz: Man 
kann in jedem mehr als dreieckigen Polygon eine Diagonale ziehen, d.i. also eine 
Strecke, die zwei Ecken verbindet und ganz im Polygoninneren verliuft. Das Polygon 
heiBe a, und A sei eine seiner Ecken. Zu A gehére die Seite AB. Zu B gehiére 
auBer dieser die Seite BC. P mége auf BC von B nach C wandern. Dann verliuft 
die Strecke AP in der Nahe von AB entweder im Inneren oder im AuBeren des 
Polygons. Im ersten Falle drehen wir AP von AB aus so lange, bis zum ersten Male 
eine weitere Polygonecke auf AP zu liegen kommt. Dies kann C sein. Dann ist AC 
die gewitinschte Diagonale, es sei denn, daB AC zugleich die andere von A aus- 
gehende Seite ist. Dann wire aber das Polygon gegen die Annahme ein Dreieck. 
Die neue Ecke kann aber auch von C verschieden sein. Sie heiBe dann Q. Wenn 
dann AQ nicht die andere zu A gehdrige Polygonseite ist, dann ist A@ die ge- 
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als bewiesen an, dann ist das Integral tiber das urspriingliche Polygon 
dem Integral tiber dasjenige Polygon gleich, welches man erhilt, wenn 
man durch eine Diagonale eine Ecke abschneidet oder, anders ausgedriickt, 
wenn man ein Randdrei- 
eck weglaBt. Lassen wir 
also in Fig. 40 das Drei- 
eck ABC weg, so bleibt 
das Polygon der Fig. 41 
tibrig. Es ist 


BORO D Bo => IKA 
ACD-.-IKA ABCA 
> =>. 


oder in Worten: das iiber 
das Polygon der Fig. 40 
erstreckte Integral ist 
gleich dem Integral erstreckt iiber das Polygon der Fig. 41, vermehrt um 
das Integral tiber das Dreieck ABC. Dabei miissen aber die Durch- 
laufungsrichtungen den Pfeilrichtungen gemiB gewahlt sein! Der gemein- 
same Teil der beiden Polygone mu8 also im gleichen Sinne durchlaufen 
sein, und das Dreieck muB in dem Sinne durchlaufen werden, den es von 
Fig. 40 mitbringt. Dann ist der Erfolg der, daf in Fig. 41 und im Dreieck 
die gemeinsame Seite BC in verschiedener Richtung durchlaufen wird. 
Zerlegt man nun alle Integrale in die Summe der Integrale iiber die 
einzelnen Seiten, so fallt die Summe 


fies 


aus der in der vorhin angegebenen Formel rechts stehenden Integralsumme 


Fig. 40. Fig. 41. 


wiinschte Diagonale. Wenn aber AQ auch Polygonseite ist, dann hat AP wahrend 
seiner Wanderung yon AB bis zur Richtung AQ ein volles, dem Polygoninneren an- 
gehdriges Dreieck bestrichen. Diesem und damit dem Polygon gehért dann aber die 
Strecke BQ an, und das ist dann die gewiinschte Diagonale. Wenn aber AP nicht 
in das Innere von = eintritt, sondern im Auferen verliuft, so tritt die Verlingerung 
yon AB iiber B hinaus zunichst in das Polygoninnere ein. Man verlingere daher 
AB iiber B hinaus bis zu seinem nichsten Schnitt B’ mit w und wiederhole nun 
mit B’ die seitherige Uberlegung. So gelangt man stets zu einer Diagonale, wie sie 
der Hilfssatz verlangt. Es sei eine Aufgabe fiir den Leser, die Hinzelheiten des Be- 
weises weiter durchzufiihren. Diese Diagonale zerlegt dann a in zwei punktfremde 
Polygone von geringerer Eckenzah]. Die Fortsetzung der Uberlegung fithrt daher zur 


gewiinschten Zerlegung in Dreiecke. 
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heraus. Die Formel erweist sich so tatsachlich als richtig, Wenn man 
diesen Schlu8 wiederholt, so muS nach endlichvielen Schritten vom 
ganzen Polygon nur noch ein Dreieck bleiben, denn es sind ja nur endlich- 
viele da, die wir weglassen kénnen. Daher 
ergibt sich, daB das Integral tiber das Polygon 
der Fig. 40 einem Dreiecksintegral gleich ist. Hs 
verschwindet also wie dieses. Wir brauchen also 
tatsichlich den Hauptsatz nur fiir Dreecke zu be- 
weisen. Dieser Aufgabe wenden wir uns jetzt zu. 
Zu dem Zwecke betrachte ich das Dreieck 4 
der Fig. 42. Es sei etwa 


[f@ dz 
4 
Dann zerlege ich, wie in Fig. 43 angedeutet ist, nach dem Vorgang des 


Herrn Pringsheim das Dreieck durch Parallele zu den Seiten in vier 
kongruente Dreiecke und sehe, daf 


Jotg Bd tela: 

A 4, 4, 4, 4, 
ist, wenn die Dreiecke so durchlaufen werden, wie dies Fig. 43 angibt. 
Daher mu mindestens eines dieser Integrale dem Betrage nach gréfer 


= M. 


Fig, 42. 


oder gleich = sein. Dasjenige Drei- 
> eck, bei dem dies zutrifft, ‘bezeichne 
Kea > s ich weiter mit 4, Dann verfahren 

wir mit ihm wie eben mit 4 und er- 
bess halten ein neues Dreieck 4,, fiir das 
= 


pRAOKL cae 


ist. Dies Teildreieck von 4, behandeln wir ebenso. So erhalten wir eine 
Folge ineinandergeschachtelter Dreiecke (Fig. 44), deren innerster Punkt z, 
sei. Merken wir uns noch an, da sich bei jedem Schritt der Umfang der 
Dreiecke auf die Hilfte verkleinert. Sei also U der Umfang von J, U,, 


der von 4,, so ist U, = = Fiir den Wert der Integrale aber gilt 


age f (2) dz 


Fig, 43. Fig. 44. 


> MU 
rar 


Bis jetzt haben wir von der Differenzierbarkeit von f(z) noch keinen 
Gebrauch gemacht. Das mu8 nun geschehen. Denn ohne diese Annahme 
ist der Cauchysche Integralsatz sicher nicht richtig. Man betrachte nur 
etwa das Integral fi adz erstreckt tiber die beiden Wege von (0,0) nach 


a 


nie 
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(a, 6), welche aus je zwei zu den Koordinatenachsen parallelen Geraden be- 
stehen. Der eine gibt <+ tab, der andere aber a. 

Wir setzen also nun voraus, da f(z) analytisch ist. Sei dann 2, die 
Koordinate des innersten Punktes P, so ist wegen der Differenzierbarkeit 
in 2: _, £(@)—F @o) 

ee tlt 


Es gibt also eine Funktion 0(), so daB fiir | z—z,|<d(e) stets 
| F(2) — Fo) — F' Go) (2 — #0) |< 8 |2 — 49 | 


ist. Von einer gewissen Nummer M(e) an aber liegen die Dreiecke 4, 
in einem mit dem Radius d(e) um 2 geschlagenen Kreise, so daB man 
dann die gefundene Abschaitzung auf ihren Integranden anwenden kann. 


- Dann wird 


fle—a|de| 


Betrachten wir nun die einzelnen hier vorkommenden Integrale etwas 
naher. Die auf der linken Seite der Ungleichheit verschwinden alle bis 
auf 2% f(2)dz, von dem wir das noch nicht wissen. Das folgt aus den auf 


J tO4 — Me) Sae— Fer) fe— a) ae| <2 


4y, 
$.109 betrachteten Beispielen. 

Im Integral der rechten Seite aber wird |z— 4,| kleiner als der Um- 
fang des Dreiecks 4,. Denn ¢ ist ein Punkt auf dem Dreieck, wahrend 
Z, im Inneren oder am Rande liegt. Die Entfernung zweier derartiger 
Punkte ist natiirlich kleiner als die langste Dreiecksseite, also erst recht 
kleiner als der Umfang. Daher wird nach 8. 106 


| flz—solasl<e 


. U? 
Daher ist nun Sf@ dz\< 8—- 
lf‘, : 
: M 
Da aber andererseits f f(z)dz are 
In 
: M U? 
war, so Ist nun — ok 


ican folgt, daB Df <«U? ist. Da aber « beliebig gew&hlt werden kann, 
so ist M=0Q. Daher ist also [f@dze= 0. Denn M war der Betrag 


4 
dieses Integrales. Damit ist der Integralsatz bewiesen. 


Aus dem bewiesenen Satz folgt, daB jede in einem eimfach zusammen- 
hiingenden Bereiche eindeutige analytische Funktion f(z) ein Integral besitet, 
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d. h. daB es bis auf eine additive Konstante genau eine analytische Funk- 
tion J(z) gibt, die gleichfalls im Bereiche B eindeutig ist, und deren Ab- 
leitung f(z) ist. Denn betrachten wir das Integral 


J (2) = ffleae. 


Einen Weg, iiber den es zu erstrecken ist, brauchen wir nun nicht mehr 
anzugeben, denn, wie schon 8.115 angegeben, folgt aus dem nun bewiesenen 
Hauptsatz, daB der Wert des Integrales davon unabhingig ist, tiber welchen 
in B gelegenen Weg man es erstreckt. Das Integral J(z) stellt also eine 
in B eindeutige Funktion dar. Wir zeigen, daB sie analytisch ist, und daf 
f(z) ihre Ableitung ist. Hs wird namlich 


fire.— ol 
J(2)—J (2) f(é) = 2 


z—2, z2—&, 


Da aber f(z) bei 4 stetig ist, so gibt es eine Funktion 0(¢), so daB 
| (2) — f(4) |< « ist fiir |z—z)|=0d(«). Da weiter der Integrationsweg 
von 4 bis z geradlinig gewahlt werden darf, so ist seine Linge |z— 2 |. 


Daher wird nun ine — f(&)|\dz< é|2z—2, |. 


F(t) — Te) 


170) Fl.) |<e fir |e —% |< (2). 


Daher ist | 
Also ist J(z) analytisch und f(z) ist seine Ableitung. Also ist nun 
auch im DifferentiationsprozeB die Umkehrung des Integrationsprozesses 
erkannt. . 

Man kann den Cauchyschen Integralsatz leicht auf Funktionen aus- 
dehnen, welche in nichtschlichten einfach zusammenhingenden Bereichen ein- 
deutig und analytisch erklirt sind. Wir nennen dabei einen mehrblittrigen 
Bereich einfach zusammenhangend, wenn in ihm eine eindeutige analytische 
Funktion w= q(z) erklirt ist, welche ihn — alles im Sinne der Fest- 
setzungen von S. 68 ff. — auf einen schlichten einfach zusammenhiingenden Be- 
reich abbildet. Wenn dann in dem mehrblattrigen Bereich B einegeschlossene 
Kurve © vorliegt, so geht dieselbe durch die Abbildung in eine ge- 
schlossene Kurve ©’ des schlichten Bereiches B’ tiber, die rektifizierbar 
ist, wenn dies fiir © zutrifft. Dann ist 


[f@dez =a 
c 


wenn f(z) in B eindeutig und analytisch ist. Denn sei w= y(2) die er- 
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wahnte Abbildungsfunktion, z= y(w) ihre gleichfalls als analytisch ange- 
nommene Umkehrungsfunktion'), so wird nach 8S. 112 


Jt@d = [food (w)aw. 


Dies letztere Integral ist aber nach dem Hauptsatz Null. Damit ist die 
verallgemeinerte Fassung des Integralsatzes bewiesen. 


§ 7. Anwendung des Hauptsatzes auf die Berechnung bestimmter Integrale. 
Der Hauptsatz leistet off gute Dienste bei der Auswertung bestimmter 
Integrale. Ich will dies jetzt nur an einem einzigen viel behandelten Bei- 
spiel zeigen. eh ' 
Es sei die Berechnung des bestimmten Integrales f da, erstreckt 


iiber die positive reelle Achse als Aufgabe roRreleee Auch der Nach- 
weis, da8 dies Integral tiberhaupt eee wird sich aus unseren Be- 
trachtungen mit ergeben. 

Ich gehe von dem Integral de aus. Es moége iiber das. aus 
der Fig. 45 ersichtliche Kreabhgettiiereck erstreckt werden. Es hat 
natiirlich den Wert Null, weil der Inte- 
grand an allen von Null und Unendlich ver- 
schiedenen Stellen analytisch ist. Nun zer- 
lege ich das Integral in naheliegender Weise 
in vier Teilintegrale und fasse die beiden tiber —~~~—*—3-— > 
Stiicke der reellen Achse erstreckten Integrale Fig, 45. 


aie R 
ere e*? 
f Fact [Sas 
—Rk o 


in eines zusammen. Es wird ja 
—r R 


esdz eidz 
ooh! og z 
A = Oy vu fitea 


Daher hat man jetzt fsa sft ea ha dz = 0. 


—r ae. _R+k 


Also wird ee da+ 


1) Wir werden spiter (S. 190) beweisen, daB w(w) stets dann analytisch ist, 
wenn dies fir q(¢) zutrifft. 
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Um das Integral [= dz zu finden, wird man jetzt r —> 0 und R —> oo 


streben lassen. Dabei strebt das Integral {F dz selbst gegen Null. Um 
afk 

einzusehen, daB fiir alle geniigend groBen R das Integral 

42 a 

f aay =74 fee Every (zZ — Rei?) 

eae é 
—R BR 

dem Betrage nach kleiner als eine beliebig gegebene positive Zahl « wird, 
zerlege ich dies Jntegral in drei Teilintegrale: 


0 n—d 2 
fictyfictsf- 


Hier wahle ich die Zahl 6 so klein, daB die beiden Integrale 
0) 4 
i und f 
0 nx—o 


dem Betrage nach kleiner als = werden. Hs wird ja z. B. 


0) 
fd pe Nee Ie are 
0 


) 
< f dpeBrr< 0, weil e-BMe <1 ist, 
0 


Shae so die Zahl 0d =] =. festgelegt ist, betrachte ich das Integral 
oe 
=f ape—Being+iReosp weiter, art gilt zunadchst 


4 n—o 


t— 
fe—Being iRome da, | < fdge-Bene 2 
Fo 


In diesem Integral gilt aber nun 
e—Rsing — e—RBsind 
Denn fiir 0<m<a—0 ist ja sing >sind. Daher wird nun 


na—d 
[dqe— Being +iReosg 
d 


(0 -— 2.0) @-Bane 
Wir gentigend grofes R wird dies aber kleiner als 7 Daher ist in der Tat 


it he Bae. 
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Nun bleibt noch das Integral 


0 
eis 
é . . 
[= dz = if ering strom dg (2 = re?), 
LZ 


e 
mt 
—r-+r 
0 


Fiir r —> 0 kommt das Integral ifdg = — ai heraus. Denn der Integrand 
n 


e—rsing+ircesp — et? 


strebt fiir r +0 gleichmiBig in m gegen Eins!) Daher wird wirklich 


0 


Sechster Abschnitt. 


Die Cauchysche Integralformel. 
§ 1. Ein Spezialfall der Cauchyschen Integralformel. 


In einem Kreise K sei die Funktion f(z) eindeutig und analytisch. K, 
sel ein konzentrischer Kreis von kleinerem Radius und z ein Punkt aus 
i f(§) 
Qxt mar 


Dabei ist also das Integral so tiber den Kreis K, zu erstrecken, daf bei 
der Durchlaufung das Innere zur Linken bleibt. Das sei immer durch die 
verwendete Schreibweise angedeutet. Da der Integrand eine bei =z 
also in K singulére Funktion ist, so folgt aus dem Integralsatz un- 
mittelbar nichts. 
Wir zeigen zunichst, daB J, fe. d&é=0 
(LZ) 


seinem Inneren. Dann ist ([f(z)= 


1) D.h. es gibt eine Zab! o=o(«) derart, daB fir alle r< e(s) und beliebige p 
Pet gas META ke i<e 
gilt. Vgl. dazu 8.107. Die Verhiltnisse liegen ja ganz analog wie bei gleichmabig 


konvergenten Reihen. 
Bieberbach, Funktionoentheorie I 9 
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ist, wenn das Integral tiber den in Fig. 46 angegebenen Weg L erstreckt 
wird. Er besteht aus einem Kreisbogen K, vom Radius og, dessen Mittel- 
punkt ¢ ist, aus zwei von ¢ ausstrahlenden Strecken und einem Bogen 
des Kreises K,. Die Kurve Z ist in einem aus Fig. 46 ersichtlichen 
einfach zusammenhdngenden Bereich gelegen, der 
von K und einer Strecke begrenzt ist, welche ¢ 
und K verbindet. In diesem einfach zusammen- 
hingenden Bereiche sind aber sowohl f(£) wie §— z 
| analytische Funktionen von € und der Nenner €— z 
verschwindet in diesem Bereiche nicht. Daher kann 
man auf die Kurve ZL den Hauptsatz anwenden. 
Also ist 


f() 
Fig. 46. “fee —Z dt = 


(Z) 


Wir andern nun die Kurve Z dadurch ab, daf wir die Kreisbogen 
gréBer werden lassen. Dabei wird also der von den beiden Strecken ein- 
geschlossene Winkel kleiner. Immer bleibt das Integral Null. Wir ver- 
gleichen es nun mit-dem Integral iiber die aus Fig. 47 ersichtliche Kurve ©. 
Sie besteht aus den beiden vollen Kreisen und dem 
zweimal durchlaufenen geradlinigen Stiick. Ahnlich 
war die Kurve ZL zerlegt. Je mehr sich diese der 
Kurve © nihert, um so weniger wird 5) von | f 


L € 
abweichen. Das folgt so unmittelbar aus der Stetig- 
keit der Funktion f(§), da& wohl keine langere Dar- 
legung erforderlich ist. Daher ist auch 


f(&) 
Fig, 47, Jee ag = 0. 


Nun ist aber in diesem Integral der geradlinige Bestandteil zweimal in ver- 
schiedener Richtung durchlaufen. Daher wird 


FO) ae __ | fo) 
Jan fea 
a 


Dieses letztere Integral ist nun von der GréBe des Kreisradius 9 von K, 
unabhangig. Denn unsere Betrachtung gilt fiir jedes 9. Zur Auswertung 
des Integrales fiihren wir Polarkoordinaten ein. Wir setzen £— z= ei? 


Dannawird EA dt= ifres oc!) da. 


‘bilden. Denken wir uns noch im anderen Blatt 
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Da aber das Integral von 0 unabhingig ist, so gilt 


Qn 22 
[f(@+ ee) do = lim ff(e + ee?) do = 2af (2) 
ri) Q>%0 


Daher ist nun a F® ag = 20 f (2). 


Also ist f(@) = mail ag. 


Damit ist also unser Ziel erreicht. 
Bemerkung: Man kann nicht auf die Kurve © unmittelbar den Integral- 
satz anwenden, um zu sehen, daS das Integral verschwindet. Denn zwar 


A, 


begrenzt © einen einfach zusammenhingenden Bereich, in welchem 
regulir ist, aber © liegt nicht in einen solchen Bereich eingebettet. Miley 
dings kann man sich hier leicht einen einfach zusammenhingenden Bereich 
beschaffen, in den © eingebettet ist.. Damit erhalten wir einen zweiten 
Beweis unseres Resultates. Der Bereich, den ich meine, ist mehrblittrig. 
Wir fiihren die bei z und bei © verzweigte Riemhannsche Flaiche der 
Funktion Vf — z= ~w ein. Auf ihr werde eine analytische Funktion von ¢ 
dadurch erklirt, daB wir festsetzen, sie solle in iibereinanderliegenden 
Punkten der Flache, d.h. in Punkten mit gleichem €, denselben durch ; f uo 
gegebenen Wert haben. Auf dieser Fliche denken wir uns nun tel 
einen Blatt die Kurve. ©. Uber dem Kreise K 
denken wir beide Blatter durchschnitten. So sondern 
wir von der Riemannschen Flache einen die Kurve © 
enthaltenden Bereich aus, den wir durch w= Vf —z 
auf einen schlichten Bereich der w-EHbene ab- 


der Fliche, welches © nicht enthilt, wieder eine 
Gerade gezogen, welche z mit K verbindet, so wird 
diese etwa auf die w-Gerade der Fig. 48 abgebildet, 
Diese Gerade zusammen mit dem Bilde des Kreises 
K begrenzt einen einfach zusammenhangenden Be- 
reich (S. 90), dem ©’, das Bild von ©, angehért. Aus dem 


f(é) 


> a Ae 8. Gu 


Fig. 48. 
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2 
In dem einfach zusammenhingenden Bereich der Fig. 48 ist aber ie ) 
regular. Daher ist iene 4p ESO. 
Daher ist auch Js op dg = 


Das war der zweite Weg, auf dem man beweisen kann, dab 


f() = 553 aoe af. "4 


Dieser Weg ist es, der sich hernach im denn Fall der Integralformel 
als der gangbarste herausstellen wird. 

Es gibt noch einen dritten Beweis, der die vorhin bezeichnete Schwierig- 
keit vermeidet. Er kniipft an die beistehende Fig. 49 an. Die Summe der 

beiden Integrale iiber K, und K, andert sich nimlich 
nicht, wenn man zu ihr die vier Integrale hinzufiigt, 
welche man erhalt, wenn man den Integranden tiber 
_ die beiden aus der Hig. 49 ersichtlichen geradlinigen 
Stiicke in beiden Richtungen integriert. Denn, wie 
wir schon vorhin bemerkten, ist die Summe dieser 
Integrale Null. Man kann aber nun die beiden 
Kreisintegrale noch in je zwei Integrale zerlegen, 
den beiden Kreisbogen entsprechend, aus welchen 
nach Fig. 49 jeder der beiden Kreise nun _besteht. 
Die so gewonnenen acht Integrale kann man aber dann in anderer Weise 
zusammenfassen. Sie machen nimlich gerade die Summe der beiden Inte- 
grale aus, welche man erhalt, wenn man den Integranden in der Pfeil- 
richtung tiber den Rand der beiden aus Fig. 49 ersichtlichen schraffierten 
Kreisbogenvierecke integriert. Aus den schon in unserem ersten Beweise 
angestellten Betrachtungen ergibt sich aber, daf ein jedes dieser beiden 
Integrale verschwindet. Daher ist also nun wieder 

fPe)ads _ ff Fae 
ae! G— 2 


Und nun verliuft alles so weiter, wie wir dies schon bei unserem ersten 
Beweise darlegten. Man findet also erneut die Integralformel 


d 
oO ees pals 


f—z 


Fig. 49. 


§ 2. Der aligemeine Fall der Integralformel Bioty 


Diese Integralformel driickt also die Werte, welche die Funktion f(z) im 
Inneren des Kreises K, annimmt, durch die Werte aus, welche sie am Rande 
des Kreises besitzt. Der allgemeine Fall der Integralformel wird dies Er- 
gebnis vom Kreise auf allgemeinere Bereiche iibertragen. Die Formel zeigt 
also, daB die Werte, welche eine analytische Funktion im Inneren eines 
Kreises annimmt, schon durch ihre Werte an seinem Rande eindeutig be- 
stimmt sind. Hs ist eine gewiS merkwiirdige Tatsache, daB die bloBe 
Voraussetzung der Differenzierbarkeit derartige Folgen nach sich zieht. 

Mancher Leser wird versucht sein, die hier gegebenen Beweise ohne 
weiteres von den Kreisen auf beliebige einfach geschlossene Kurven zu 
iibertragen. In vielen Fallen ist das auch berechtigt. Indessen zeigt ein 
niheres Nachdenken im allgemeinsten Falle doch einige gestaltliche Schwierig- 
keiten, die darauf beruhen, daB wir die letzten Reste der Anschauung, die 
wir eben bei den einfachen Kreiskurven ruhig benutzen durften, bei den 
allgemeineren Kurven von nicht unmittelbar zu iibersehendem Verlauf durch 
rein begriffliche Schliisse ersetzen miissen.1) Ich will daher im folgenden 
Paragraphen wenigstens den zweiten der Beweise voll durchfiihren, da sich 
bei ihm alles am leichtesten ergibt. : 


§ 2. Der allgemeine Fall der Integralformel. 
In einem zweifach zusammenhdngenden Bereich B sei die Funktion 
analytisch. In ihm seien zwei geschlossene rektifizierbare Kurven ©, und ©, 
gegeben, welche einen beliebigen Randpunkt z gleich oft*) wmlaufen mégen. 


iy f p@aé =f p@aé 
C, ©, 


Zum Beweise wahle ich auf ©, einen Punkt P, und auf @, einen 
Punkt P, und verbinde beide durch einen dem Bereich B angehérigen z 
nicht treffenden Polygonzug HJ. Durchliuft man dann von P, aus ©, im 
vorgeschriebenen Sinne bis P,, geht dann auf IJ zu ©, tiber und durch- 
liuft dies entgegengesetzt zum vorgeschriebenen Sinne und geht dann auf II 
nach P, zuriick, so hat man eine Kurve © beschrieben, lings der sich 
log (€ — 2) gar nicht andert. Bildet man daher den Bereich B durch 


w = log (€ -- 2) 
auf die w-Ebene ab, ‘so erhalt man einen schlichten einfach zusammen- 


1) Man hitte z. B. einen Kreis K ndtig, der z im gleichen Sinne wie © einmal 


_ umliuft. Der begriffliche Inhalt dieser Angaben ,,in einem gewissen Sinne einmal | 


durchlaufen‘‘ wurde aber 8. 79 mit Hilfe des Logarithmus festgelegt. So fiihrt jeder 
Versuch, begrifflich scharf vorzugehen, sofort auf die Methode des § 2. 
2) Vgl. die Definition auf S. 79. 
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hingenden Bereich (S.90) und die eben genannte Kurve © geht in eine 
geschlossene, diesem Bereiche angehdrige Kurve tier. Aus unserem Inte- 
oral wird durch diese Substitution das tiber diese geschlossene Kurve er- 


streckte : f p(e + ev)erdu, 


das nach dem Cauchyschen Integralsatz verschwindet. Es hat aber den Wert 
foe@as—fo@a+f Oe +f o(sas 
G, a IT 


Da aber in den beiden iiber II erstreckten Integralen der Durchlaufungs- 
sinn verschieden ist, so ergeben diese Null. So hat man tatsachlich 


[eae = Joba. 


Dieses allgemeine Resultat erlaubt nun sofort, den allgemeinen Fall der 
Integralformel zu beweisen. 

Satz Il. In einem einfach zusammenhdngenden Bereiche B sei die Funk- 
tion f (&): eindeutig und analytisch. © sei eine geschlossene rektifizierbare 
Kurve, welche & = 2 einmal im positiven Sinne umléuft. Dann ast 

1 
(= aaif paatt 
€ 


Aus unserem Satze folgt namlich, daB 


(f £) sik f® 
AE ee alti 
Cc K 


wenn unter K ein Kreis vom Radius @ verstanden wird, der ¢ im positiven 
Sinne umlauft und diesen Punkt zum Mittelpunkt hat. DaB das Kreis- 
integral aber gleich 2x7f(z) ist, sahen wir schon im vorigen Paragraphen. 

Wenn die geschlossene Kurve © den Punkt 2 nach der Definition von 


8. 79 nicht umschlieBt, so zeigt die gleiche Betrachtung, daB fi ft d&=0. 
Das istz.B. dann der Fall, wenn der Punkt z dem Bereiche B nicht angehort, 
denn dann ist es im ganzen Bereiche reguliér. Dann folgt also das Ver- 
schwinden des Integrales schon aus dem Cauchyschen Integralsatz direkt. 


§ 3. Verallgemeinerung des Cauchyschen Integralsatzes. 


Am Anfang des vorigen Paragraphen wurde als Grundlage zur Her- 
leitung der Integralformel ein allgemeiner Satz ausgesprochen, der als eine 
Verallgemeinerung des Integralsatzes auf Funktionen angesehen werden 
kann, die in einem zweifach zusammenhiingenden Bereich eindeutig und 
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regular sind. Nun soll der Integralsatz seine allgemeinste —_— fiir 
mehrfach zusammenhingende Bereiche erhalten. 

f(2) sei in dem beliebigen Bereiche B eindeutig und regulir. In dem- 
selben mogen zwei geschlossene rektifizierbare Kurven ©, und &, gegeben sein, 


die einen jeden Randpunkt gleichoft umlaufen, d.h. die eine so oft wie die 
andere Kurve. Dann ist | 


it (z)dz =! 1 dz. 


Es geniigt den Beweis unter der Annahme zu fihren, daB ©, und ©, 


Polygone seien. Denn wenn man eine Kurve geniigend nahe durch ein. 


Sehnenpolygon approximiert hat, so umlauft dasselbe — wegen der ganz 
zahligen Vielfache von 227, um die der Logarithmus bei Durchlaufung von 
Kurve und Polygon wichst und wegen der Giite der Approximation — 
einen jeden Randpunkt ebensooft wie die Kurve. Und wenn fiir die 
Naherungspolygone die Integrale immer einander gleich sind, so muB das 
auch beim Grenziibergang zu den Kurven der Fall sein. 

Seien also ©; und ©, zwei Polygone, die einen jeden Randpunkt gleich 
oft umschlieBen. Da man beide im Bereiche durch einen Streckenzug zu 
einem Kontinuum verbinden kann, so kann man nach Satz III 8. 84 einen 
von endlichvielen Polygonen W,, %,, +--+, R, begrenzten polygonalen Be- 
reich konstruieren, der diese beiden Polygone enthilt, die Bereichrinder 
aber ausschlieBt. Dieser polygonale Bereich ist somit ein Teilbereich des 
Gegebenen. Die beiden Polygone, durch die wir ©, und ©, ersetzten, um- 
laufen dann auch einen jeden einzelnen Randpunkt des polygonalen Be- 
reiches beide gleich oft, weil man néamlich einen jeden Randpunkt des 
polygonalen Bereiches auBerhalb desselben durch einen Streckenzug mit 
Punkten des alten Bereiches verbinden kann. Das lehrt die gerade schon 
einmal zur Geltung gekommene auch 8S. 79 verwendete Stetigkeits- 


betrachtung. 
Ich greife eines der beiden Polygone heraus, um das dariiber erstreckte 
Integral naher zu untersuchen. Zunichst kann ich dies Polygon — ihn- 


lich wie S.116 — in eine Reihe einfach geschlossener Polygone zerlegen. 
Ich greife eines derselben heraus: ©,. Dasselbe mége das x-te innere 
Randpolygon etwa 1, mal umlaufen (4, hat also nach 8.78 einen der 
Werte 0,1,—1). Nach Satz VIII 8S. 87 zerlege ich das Polygon durch 


eine Reihe von Querschnitten in einzelne einfach geschlossene Polygone, ° 


yon welchen ein jedes nur héchstens eine Randkurve umschlieBt, und zwar 
ebensooft wie das zerlegte Polygon. So kann man also das tiber das 
Polygon ©, erstreckte Integral in eine Summe von Integralen zerlegen. 
Ein jedes derselben ist tiber ein einfach geschlossenes Polygon erstreckt, 
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das héchstens eines der Randpolygone umschlie&t. Wenn nun etwa das 
Polygon ©, das Randpolygon %, J,-mal umschloB und jetzt bei der 
Zerlegung «, Polygone vorkommen, die Si, einmal positiv, und v, Polygone 
auftreten, die §t, einmal negativ umschlieBen, so mu8 1, = u,— v, sein. 
Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen lehren aber, daf zwei Poly- 
gone, die 9 einmal im selben Sinne umschlieBen, denselben Wert von — 
re f (z)dz liefern.1) Wenn daher JI, irgendein einfach geschlossenes Poly- 
gon ist, das nur R, und diese Kurve nur einmal im positiven Sinne um- 


schlieBt, so wird {tae iat De by Jf@ dz. 
G, Ry 


Denselben Wert muf aber auch af f(z)dz haben. Damit ware die Gleich- 
€ 


heit beider Integrale erkannt und unser Satz bewiesen. Allerdings haben 
wir noch eines stillschweigend als richtig angesehen, da naimlich 


Jf@de 

verschwindet, wenn es itiber ein einfach geschlossenes Polygon JI aus B 
erstreckt wird, welches in seinem Inneren keine einzige der Randkurven 
enthalt. Das ergibt sich aber sofort aus dem Integralsatz in der 8.115 
gegebenen engeren Fassung, sowie man erkannt hat, daB man dies Poly- 
gon in einen einfach zusammenhingenden Teilbereich einbetten kann, in 
welchem f(z) regulir ist. Man mu8 dazu ja nur nach S. 84 ein Polygon 
konstruieren, das in B verléuft und das Polygon HT von den Randkurven 
des Bereiches trennt. Man kann dieselben namlich, weil sie alle auBer- 
halb von II verlaufen, miteimander zu einem Kontinuum verbinden, ohne 
dabei IT zu treffen. 

Ein wichtiger Spezialfall des bewiesenen Satzes ist dieser: Der Bereich 
sei m-fach uzusammenhingend. Hine Kurve © mége- eine jede der »— 1 
inneren Randkurven genau einmal positiv umlaufen. ©, sei eine Folge 
von Kurven derart, da& ©, die Randkurve 3, genau einmal im positiven 
Sinne und die anderen Randkurven nullmal umlauft. Dann wird 


Jrea: =S' [ro dé. 


rs vt, 


1) Da man das umschlossene ®, und sein Inneres mit den beiden Polygonen zu 
einem, die tibrigen Rander und den Rest der Komplementirmenge des polygonalen 
Bereiches zu einem zweiten Kontinuum verbinden kann, so gibt es nach dem Corollar 
zu Satz III von S. 85 ein einfaches Polygon P, das R,, und die beiden Polygone ent- 
halt, die tibrigen Rinder aber ausschlieBt. Auf den von P und R, \begrenzten Be- 
reich wende man Satz I des vorigen Paragraphen an. 


a, 
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§ 4. Bemerkungen zur Integralformel. 


Das in der Cauchyschen ee vorkommende Integral 
rats 
{= pe — = J (2) 


stellt unter viel ee Voraussetzungen, als den bisher angegebenen, 
in einem © nicht enthaltenden Bereich eine analytische Funktion von z 
dar. Das ist nimlich nicht nur dann der Fall, wenn die Kurve © ge- 
schlossen ist und einem einfach zusammenhiingenden Bereich angehért, in 
welchem die Funktion f(z) analytisch ist, das ist vielmehr auch dann der 
Fall, wenn © eine beliebige rektifizierbare Kurve ist, auf welcher /(€) 
stetig ist. Unter z ist dabei eine beliebige nicht auf der Kurve © gelegene 
Stelle zu verstehen. Man findet nimlich dann fiir den Differenzenquotienten. 


den Ausdruck aed esi OS. lo f(f)dt 
ee te 


)(§—2—h) 
f (8) dé 


Man wird vermuten, daf dieser Ausdruck fiir 4 —» 0 dem Werte (=e 
zustrebt, und in der Tat ist ja auch 


raided ore (6) dé \ de. h 
(1) a eS ee re (¢—z)? atin (fo 


Maz |f(§|\h| L 
as : 


J(e+m—J(e) _ peat 
h 


—z)? 
wenn L die Lange der Kurve © und d den Abstand zwischen © und einem 
die Punkte z und z+h enthaltenden Kreise bedeutet. Daher ist in der Tat 


(2) Also wird | 


T(eth)—JI(*) _ f 1) db 
(3) es (= 
und J(z) ist wirklich eine analytische Funktion von z in der Umgebung 
einer jeden Stelle, die nicht auf der Kurve © liegt. Man muB sich in- 
dessen sehr wohl vor der unbegriindeten Vermutung hiiten, daB etwa f(£) 
die Werte sein miiBten, die J(z) auf der Kurve © annimmt. Diese An- 
nahme ware von Grund auf falsch. Es ist ein reiner Zufall, wenn es 


einmal so ist. 
Nehmen wir z. B. als Integrationsweg den Hinheitskreis |z|=1 und 


‘setzen f(€) = 1 dann wird 


£? 
1 1 =i dg at AB 
IQ=h lay tml UT Ey a 
Die im EHinheitskreis dargestellte Funktion ist also Null. Die Randwerte 
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aber sind e—'?, Weiter bemerke man, daB ja nach dem Cauchyschen 
Integralsatz 

2 I=; [Le ac=o 
ist, wenn f(£) in |z|<r(r>1) eindeutig und analytisch ist, wenn die 
Integration tiber |z| = 1 erstreckt wird, und wenn z auferhalb des Hinheits- 
kreises ist. Denn der Integrand ist ja im Hinheitskreis analytisch und ein- 
deutig. Also ist dann J(z) eine Funktion auBerhalb des Hinheitskreises, 
die auf demselben durchaus nicht die Werte f(£) annimmt. 

Das eben Bewiesene ist ein ganz spezieller Fall eines viel allgemeineren 
Satzes, den wir hier anfiigen wollen. Ich verstehe wnter (2, §) eine im 
einem Bereiche B analytische Funktion von z, die auBerdem noch von emem 
Parameter & abhiingt, welcher auf einer rektifizierbaren Kurve © der €-Hbene 
varvieren moige. Solange z im Bereiche B und € auf der Kurve & liegt, mége 
auperdem (z,&) eme stetige Funktion der beiden Verdnderlichen z und § 
‘sein®) Dann ist J(z) = if ‘p (2, £)d& eine analytische Funktion von z im 
Bereiche B. 4 

Hs sei eine Aufgabe fiir den Leser, im Anschlu8 an den eben besprochenen 
Spezialfall, den Beweis dieses Satzes zu erbringen. Hier mége der Hinweis 
geniigen, daf wir auf 8.170 einen sehr kurzen Beweis dieses Satzes kennen 
lernen werden. 

Hin ganz spezieller Fall des eben genannten Satzes ist es, wenn wir 


(2, §) = {Os sonehmen: i 
(¢—2z)" 
Wir kehren damit wieder zur Integralformel zuriick. Wir nehmen als 
Integrationsweg eine einfach geschlossene Kurve ©, und 2 sei eine Stelle 


aus ihrem Inneren. Dann wird 


ctor er RCSL 
= gy fest 
| 
und dieser Ausdruck ist beliebig oft differenzierbar. Denn es wird ja 


(4) f@O=m ES 


Qt.) (€—2)?’ 


ty 


und das kann wieder differenziert werden; so wird 
2 d 
On) 


iy 


1) D. h.es soll zu jedem e ein 3(s) geben, so daB | p(z+h,, S+h.)—9 (2, 6) | <a, 
sobald | h,| <d(2) und |h,|<0(e). z+h, und z gehdren dabei dem Bereiche B, £ und 
€+h, der Kurve © an. 


eh | _ 
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(5) Allgemein wird f(z) = — = = et ; 
SJ 
Wir haben so das iiberraschende Ergebnis: 

Hine jede analytische Funktion kann beliebig oft differenziert werden. Die 
Ableitungen aller Ordnungen sind also wieder analytische Funktionen. 

Aus der Differenzierbarkeit einer Funktion komplexen Argumentes folgt 
also z. B. schon die Stetigkeit der Ableitung.. Die Ableitung einer nur im 
Reellen erklérten Funktion kann bekanntlich unstetig sein. Hier ist sie 
sogar selbst wieder differenzierbar. Man erkennt, welche tiefen Konsequenzen 
die Voraussetzung der Differenzierbarkeit im Komplexen nach sich zieht. 


§ 5. Umkehrung des Cauchyschen Hauptsatzes. 


Hine reife Frucht ist es, die uns nun in den Schof fallt. Wir wollen 
beweisen, daf eine in eimem Bereiche B eindeutige und stetige Funktion f(2\, 
fiir welche das Integral a3 f(z) dz verschwindet, ganz einerlei, tiber welche- dem 


Bereich angehorige eer ed Kurve es auch erstreckt wird, notwendig eme 
analytische Funktion ist. Der Satz ist offenbar die Umkehrung des Cauchy- 
schen Integralsatzes, Nach seinem Entdecker heift er auch Satz von Morera. 

Das Integral 


f f(e)de = J (2), 


stellt eine im Bereiche eindeutige Funktion dar, weil das Integral vom 
Wege unabhingig ist (vgl. die Bemerkung auf S. 115). Diese Funktion 
ist aber analytisch. Denn schon 8. 120 ist gezeigt, daB J (2) differenzierbar 
ist. Es wird nach der dort angestellten Uberlegung J'(z) = f(z). Vorhin 
aber haben wir gesehen, daB die Ableitung einer analytischen [unktion 
selbst analytisch ist. Also ist wirklich f(z) analytisch. 


§ 6. Eine Anwendung der Integralformel. 


Schon die Integralformel erlaubt es ziemlich unmittelbar, manches be- 
stimmte Integral auszuwerten. Ich gebe jetzt ein ganz einfaches Beispiel, — 
um spiter in dem Abschnitt tiber die Residuen die Betrachtung hogs 
weiter zu fiihren. 

Re 


Hs: $e Sf + erstreckt tiber die reelle Achse zu berechnen. Hin be- 
J +e ao ) 
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reits von Cauchy vielfach angewendeter Gedanke kniipft daran an, daB das 
um den Halbkreis der Fig. 50 erstreckte Integral stets den Wert 


dz adel (2n))__ ABER Nn eee OY ea 
Nba ee ee on 
G3 
hat. Man kann namlich eres de 
1 de 3-1 feta 
—R Ya) +R oni (1-29"+1 eg: 200, (e—i +1 
schreiben. Das ist aber nach Formel (5) weiter nichts als die ~ -fache 
F ‘ 4 3 ! 1 
n-te Ableitung von ees an der Stelle z = 7. Diese ist aber ae . in ree 


Weiter bemerkt man nun, daB das iiber den Kreisbogen erstreckte Integral 
fiir R—» oo gegen Null konvergiert. Denn der Integrand genitigt auf dem 


Kreis vom Radius A der Ungleichung F tu = ey Schreibt man nun 
aber die Gleichung 
dz aA eee 
(ae Os ANGR Gaey 
+R q 
; x dz 1-3-5-++-- 2n—1 
nd = 1 
in der Form Mees ot anes eet ae Sk 
= — 


> =F *R 
und geht hier zu R—-+ oo itiber, so erhalt man 


+a 
ax 1-3-5..... 2n—1 


——_——_—_ = 4 
(1 22" +1 2.4.6: .9n 
—« 


Haufig gelingt es, durch eine einfache Substitution andersartige Integrale 
so umzuformen, daB man in der eben angegebenen Weise mit Hilfe der 
Integralformel die Auswertung leisten kann. Das gilt z. B. von dem Integral 


; % cos*”ada. Macht man namlich hier die Substitution e/* = £, so geht der 


Integrationsweg, also das Stiick der reellen Achse: 0 << 2m in die ein- 
mal durchlaufene Peripherie des Hinheitskreises der ¢-Ebene tiber. Man 
erhalt dann die Beziehung 


2a Qn 


: iz —ix,2n - 2n 
cos?” xd -{ a ES Sree es 
J d § ( 9 ) da 22” g2a+1 ae 
Oo 
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Die Integralformel lehrt wieder, daB das neue Integral der Gleichung 


"a eye" d Oni qin (1+ 62)?" / 


‘egal nj de ea 


geniigt. Hrinnert man sich aber an die Maclaurinsche Reihe, die der bino- 
mische Satz im reellen Gebiet fiir (1 + &)?” liefert, so erkennt man in 
Ih OS 
(2n)! . an 
den Koeffizienten von &” in dieser Reihe. Dieser ist aber 
2m-(2%—1)---(n+1) _ (2m)! 


f=0 


TSE n (n!)? 
Daher findet man das SchluBergebnis: 
22 
: Ah GREY «oe hes (2n—1) 
2n —— eee ei St 
cos*"adx Mas BRAT oh 


0 


§ 7. Entwickelbarkeit der analytischen Funktionen in Potenzreihen. 


Hine weitere iiberraschende Higenschaft der analytischen Funktionen ist 
die Entwickelbarkeit in Potenzreihen. 

Wenn die Funktion f(z) in einem Kreise K um den Punkt a als 
Mittelpunkt eindeutig und analytisch ist, so gibt es eime Potenzrethe 


Be — @) = Zan (2 — a)", 
fiir die f(2) = Be =a) 


im ganzen Kreise gilt. Die Koeffizienten dieser Rethe driicken sich in Tay- 
lorscher Weise durch f(z) aus. Es ist also 
gun f ia: 
n\ 
Der Beweis flieBt aus der Integralformel, wenn man beachtet, daf 


= entwickelbar ist, und wenn man sich erinnert, dab man diese Reihe 
gliedweise integrieren darf. Zum Beweise erstrecke man das Integral der 
Cauchyschen Integralformel iiber einen mit K konzentrischen kleineren 
Kreis K,, der die Stelle z, fiir die man die Entwickelbarkeit zu beweisen 


wiinscht, enthalten mub. 


See, 


f§—a a, 
Halt man zg fest, so konvergiert diese Reihe in € gleichmaig auf der ganzen 
Peripherie von K,. Also gilt das gleiche fiir die mit /(€) multiplizierte Reihe. 


g 1 1 
Nun wird SS aerrer e 


* 


136 VI. Die Cauchysche Integralformel 


Man kann also ihr Integral durch gliedweises Integrieren bestimmen (s. 


S. 106). Das liefert 
f@ = 


= LO dé + (@— Or fend +: 


: f(é) 
+ (¢—a) 2a4 (23 ay? ae: 


= f(a) +f'(a)(¢— a) Es ae —a)*+.. rome Be (2—a)"+ 
Das war aber unsere Behauptung. 

Korrolar: Wenn f(z) in einem Bereiche B nae’ und analytisch 
ist und a eine Stelle des Bereiches bedeutet, so laBt sich f(z) im eine nach 
Potenzen von z—a fortschreitende Reihe 

B(e— a) = a + (2 —4) + a, (¢ — a)? + 
entwickeln. Sie konvergiert in dem gripten um z=a geschlagenen Kreise, 
welcher in B Platz hat. Denn in diesem ist f(z) ja regulir und daher 
folgt aus dem eben bewiesenen Satze die jetzige Behauptung. 

Bemerkung. Auch dies neuerliche Ergebnis muB jedem Leser auBer- 
ordentlich merkwiirdig vorkommen, wenn er mit den entsprechenden 
Verhaltnissen bei Funktionen reellen Argumentes vertraut ist. Nicht 
nur haben hier die differenzierbaren Funktionen = gleich Ableitungen 
aller Uaieeie sie sind sogar in Potenzreihen entwickelbar. Auch 


ee = fir 2-0 
ie) — _fir x= 0 
aller Gee Trotzdem wird die Funktion nicht durch ihre Taylorsche 
Reihe dargestellt. Denn alle Ableitungen sind Null.1) — 

Hine in einem Kreise analytische Funktion ist also durch ihren Wert 
und durch die Werte ihrer Ableitungen im Kreismittelpunkt eindeutig be- 
stimmt. Zu jeder Wahl dieser Bestimmungsstiicke gehért auch eine analy- 
tische Funktion, wofern nur die damit gebildete Reihe im Kreise kon- 
vergiert. 

Jede Potenzreihe ist die Taylorsche Reihe der durch sie dargestellten 
Funktion, Das folgt schon aus der S. 37 bewiesenen gliedweisen Differen- 
zierbarkeit der Potenzreihen. Aus 


f(2) = Gy + A, # + gz? + --- 
folgt ja allgemein f (2) = n!a,+ (n+ 1)! linge oe a 3 An+t22> + 
) fo) 


n! 


hat ja — im Reellen — bei x=0 Ableitungen 


Also wird fiir z= 0: An = 


1) Naheres in meinem Leitfaden der Integralrechnung 8. 75/76. 


- 
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Man kann weiter zeigen, daf eine analytische Funktion eindeutig durch 
thre Werte in einer Punktmenge mit a als Héiufungspunkt bestimmt. ist. 
Mit anderen Worten: Es kann keine zwei verschiedenen in einem Kreise 
|2—a|<r analytischen Funktionen geben, deren Werte in einer Punkt- 
menge mit a als Haufungspunkt tibereinstimmen. Denn sind 

>4,(2— a)" und b,(2—a) 

n==0,1:.. m=O; 

die Reihendarstellungen zweier solcher Funktionen, so mitissen sie wegen 
der Stetigkeit auch fiir z= a iibereinstimmen. Das liefert a,=b,. Also 
pet Dain(2 — ay" = Db,(# — a)" 

m=1... n=1... 
fiir alle tibrigen Punkte der Menge. Da kann man aber rechts und links ~ 
durch z— a dividieren. In allen Punkten der Menge ist also 


ers (g—a)?—1= bale —a)r—}, 
y= ws = ters 


Wegen der Stetigkeit gilt dies auch fiir z=a, also wird a,=0,. So 
schlieBt man weiter und findet die Ubereinstimmung aller Koeffizienten 
und damit der durch die Reihen dargestellten Funktionen. 

Wie man aber die Werte in den Punkten der Menge zu wihlen hat, 
damit es eine analytische Funktion gibt, welche sie annimmt, das ist eine 
schwer zu beantwortende Frage. 

Sei nun eine Funktion f(z) in einem Bereiche B regulér und ser a em 
Punkt dieses Bereiches. Dann ist die Funktion in eine Potenzrethe 3 (z¢— a) 
entwickelbar, welche in dem groépten um z=a geschlagenen, im Bereiche ge- 
legenen Kreise konvergiert. Denn auf jeden ganz im Inneren von B ver- 
laufenden Kreis ist unsere Uberlegung anwendbar. Fiir jeden finden wir 
eine Potenzreihe. Die so gefundenen Reihen sind aber identisch, weil 
sie ja in der Umgebung von z= aa iibereinstimmen miissen. 

Wir erkennen nun weiter, daB zwei im B analytische Funktionen im 
ganzen Bereiche identisch sind, falls sie in einer Punktmenge tiberein- 
stimmen, die im Inneren des Bereiches einen Haufungspunkt a besitet. Denn 
dann stimmen sie zunachst nach den vorhin angestellten Uberlegungen in 
dem gréften um a geschlagenen Kreis iiberein, welcher in B Platz hat. 
Um dann die Ubereinstimmung in irgendeinem weiteren Punkt b einzu- 
sehen, verbinden wir ihn mit a durch eine im Bereiche verlaufende stetige 
Kurve. Er hat vom Rande des Bereiches eine von Null verschiedene Ent- 
fernung d. Demnach liegt der um irgendeinen Punkt der Kurve ge- 
schlagene Kreis vom Radius d ganz im Bereiche. Schlagt man nun zu- 
nachst um a den Kreis vom Radius d, so stimmen in ihm die beiden 
Funktionen tiberein. Verschiebt man nun den Mittelpunkt des Kreises auf 


— 
ee 
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der Kurve, so stimmen auch in dem verschobenen Kreis die beiden Funk- 
tionen iiberein. Denn solange die Verschiebung nicht zu groB ist, legen 
die Mittelpunkte in dem Kreise um a. In ihm stimmen die beiden Funk- 
tionen tiberein, also stimmen sie auch in einer Punktmenge des verschobenen 
Kreises tiberein, deren Haufungspunkt der verschobene Mittelpunkt ist. So 
kann man aber einsehen, daB bei beliebiger Verschiebung lings der Kurve 
immer nur Kreise herauskommen, in welchen die beiden Funktionen tiber- 
einstimmen. Denn die Mittelpunkte der verschobenen Kreise liegen immer 
wieder in Kreisen, in welchen schon vorher die Ubereinstimmung erkannt 
wurde, : 

Namentlich also werden auch zwei Potenzreihen identisch sein, wenn 
die dargestellten Funktionen in einer Punktmenge mit Haufungspunkt im 
Inneren des Konvergenzkreises tibereinstimmen, auch wenn dies nicht wie 
vorhin sein Mittelpunkt ist. Es ist aber wesentlich fiir den SchluB, daf 
stets die Haufungspunkte dem Inneren der Bereiche angehéren. So haben 
ja z. B. die Funktionen sing und e’sinz die gleichen Nullstellen, ohne 
identisch zu sein. Der Haufungspunkt der Nullstellen ist eben keine 
Stelle aus dem Inneren des Konvergenzkreises, sondern hier eben der un- 
endlichferne wesentlich singulare Punkt. 

Ware ja auch eine Stelle aus dem Inneren des Konvergenzkreises, 
also eine regulire Stelle der Funktion, Hiufungspunkt von Nullstellen, so 
miiBte die Funktion durchweg verschwinden, weil sie ja dann mit der Null 
die in unseren Sitzen vorausgesetzte Ubereinstimmung zeigte. Daher 
liegen die Nullstellen einer jeden analytischen Funktion f(z) in jedem Bereich, 
in dem f (2) analytisch und eindeutig ist, isoliert, es sei denn, daB die Funk- 
tion identisch verschwindet. Isoliertheit bedeutet ja nichts weiter, als 
daB keine Nullstelle Haufungspunkt von Nullstellen sein kann. Um jede 

‘Nullstelle gibt es also einen Kreis, der von weiteren Nullstellen frei ist. 

Die hier gefundenen Resultate lassen wieder so recht die viel tiefere 
Bedeutung der Differenzierbarkeitsbedingung gegeniiber dem Reellen er- 
kennen. JDort folgt aus den Werten einer stetigen differenzierbaren Funk- 
tion an unendlichvielen Stellen im allgemeinen nichts iiber die Werte an 
den tibrigen. 

Unser Ausgangspunkt fiir die Definition der analytischen Funktionen 
war die Differenzierbarkeit. DaB jede Potenzreihe eine differenzierbare 
Funktion darstellt, haben wir S. 37 gezeigt. Da jede differenzierbare 
Funktion in eine Potenzreihe entwickelt werden kann, sahen wir in diesem 
Paragraphen, Dieser Umstand erméglicht es, den Hingang in die Theorie 
auch von einer anderen Seite zu nehmen. WeierstraB hat tatsachlich die 

_ analytischen Funktionen als die Funktionen definiert, welche in Potenz- 
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reihen entwickelt werden kénnen, und es ist in der Tat méglich, alle die 
Satze, die wir bisher gewannen und die wir weiterhin angeben werden, durch 
bloBe Betrachtung von Potenzreihen abzuleiten. Indessen zeigt die Erfahrung, 
daB die Beweise dann viel schleppender und mtihsamer werden. 

S. 133 haben wir weiter erkannt, daB die differenzierbaren Funktionen 
mit den Funktionen identisch sind, fiir die der Integralsatz gilt. Osgood 
hat versucht, auch dies zur Grundlage eines noch anderen Aufbaues zu 
machen. Doch ist dieser wohl nur als Spielerei interessante Versuch nicht 
voll durchgefiihrt. 


§ 8. Laurentsche Reihen. 

Fiir Funktionen f(z), welche in einem konzentrischen Kreisring eindeutig 
und analytisch sind, existiert ein Analogon zur Potenzreihenentwicklung. Es 
gibt dann eine nach positiven und negativen Potenzen von (z—a) fort- 
schreitende Reihe, welche in dem Kreisring konvergiert und dort f(2) dar- 
stellt. Es ist also +e 


f(@) = dp an(e — a)", 


a ist dabei der Mittelpunkt des Ringes. ine solche Reihe nennt man 
eine Laurentrethe. 

Der Ring mége von den Kreisen R, und R, begrenzt sein. Wenn 
dann K, und K, die beiden Begrenzungskreise eines etwas kleineren Ringes 
sind — K, moge den gréBeren Radius haben —, und wenn 2 eine Stelle 
im Ring ist, so wird nach der Integralformel:*) 


fo =s5; [Pac + se feu -1.© +h. 
Ci 


1) Nach § 3 ist namlich 


Je ee af ie “fis - 
; 


Dabei bedeutet K, einen hinreichend kleinen 
Kreis um den Punkt z (Fig. 51). Daher ist 


8 ae See 
amy ten 2nif(z), 


[#] 


und daraus ergibt sich die im Text ange- 
gebene Formel. Fig. 61. 
Bieberbach, Funktionentheorie I 10 


- 
; : ; 
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Das erste Integral betrachten wir~fiir z- Werte aus dem Inneren des Kreises 
K,, das andere fiir z-Werte aus dem AuBeren von K,. Beide stellen dort 
analyitsolie Funktionen dar; daB die zweite auch im Unendlichen analytisch 
ist, werden wir nachher sehen. Das erste Integral kann somit, wie schon 
S. 135 gezeigt, in eine im Kreise K, konvergente nach positiven Potenzen 
von (¢—a) fortschreitende Reihe entwickelt werden. In Integralform 
driicken sich die Koeffizienten so durch die Funktion aus: 
1 3 
ty I qari dé (> 0) 


K,| 


_ Es ist nun weiter leicht einzusehen, daB die eben gefundene Reihe 
nicht nur im Kreise K,, sondern sogar im ganzen von f, begrenzten Kreise 
konvergiert. Denn der Wert des Integrales /f, (z) ist von der Wahl des 
Kreises K, unabhingig. Die Summe der beiden Integrale f, (2) + f, (2) 
ergibt namlich stets f(z), einerlei wie K, und K, gewahlt sein mégen. 
Man halte nun K, fest und andere K,. Von verschiedenen Kreisen K, 
ausgehend erhalt man daher auch immer dieselbe Potenzreihe f, (2). Denn 
die gefundenen Reihen miissen stets durch f, (¢) zu f(¢) erginzt werden, 
also in gewissen Gebieten dieselbe Summe liefern, Demnach ist f, (2) eine 
im Kreise K, analytische Funktion. 

Auf ganz ahnliche Weise erkennt man nun weiter, daB f,(z) eine im 
ganzen Auferen von R, analytische poceeen ist. Zu dem Zwecke wollen 


, iortschreitende Reihe entwickeln. 


wir f, (¢) in eine nach Potenzen von = 
Es sei also z irgendeine Eadiishe “Stelle aus dem Auferen yon. K,. 


§—a\? 

at ( a soos, 

und das konvergiert bei festgehaltenem z caieeaee auf K,. Also kann 
man wieder gliedweise integrieren, und man findet so 


. 1 1 
he (OP at, a gage 
Dabei sind die Koeffizienten 
= Fx J POC ads 


Eine derartige, auBerhalb eines Kreises konvergente Reihe stellt nun eine 


Dann wird aes 3 : ra ie 


g—z faa) 2— 


. 
1) Der Umlaufssinn ist wegen Berticksichtigung eines Faktors —1 aus der Ent- 


wicklung von “S gegen friiher geiindert. 


; 
3 
i 


wwe. aoe 
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Funktion dar, welche beim Ubergang zu oo einen bestimmten Grenzwert 
hat. Um das zu sehen, muS man nach 8S. 49 —=! einsetzen, und 
Za_,t" fir ¢—» 0 untersuchen. Da besitzt die Funktion einen Grenzwert, 
und wenn man also die fiir endliche ¢ durch die Reihe Sa_n()" dar- 
gestellte Funktion fiir unendliches z durch diesen Grenzwert erklirt, so ist 
sie auch in oo analytisch, wie wir oben schon angaben. -Genau wie oben 
erkennt man, da die gefundene Reihe von der Wahl des K, nicht ab- 
hangt und im ganzen AuBeren von R, konvergiert. 

Beide so gefundenen Reihen haben also nun im Kreisring einen ge- 
meinsamen Konvergenzbezirk. Dort ist ihre Summe der analytischen 
Funktion f(z) gleich. 

Es ist auch méglich, die simtlichen Koeffizienten a, und a_, durch 
eine gemeinsame Sa ne Zunichst sieht man ja, dab 
die Formel 


a ta, ) 6— eel 


fiir negative mw gerade unsere Sa a—, liefert. Dies Integral 
sieht also ganz so aus wie das bei der Darstellung der a, mit positivem ” 
benutzte. Allerdings ist es noch iiber einen anderen Kreis als dieses zu 
erstrecken. Aber es liegt schon im Sinne der obigen Darstellungen, dab 
es ganz gleichgiiltig ist, tiber welchen den Rand RR, umschlieBenden 
Kreis AK die Koeffizientenintegrale erstreckt werden. Und es folgt ja aus 
dem Satz 8.129, da& der Wert des eae 


oJ f () 
Qt.) (E— arti’ 


von der Wahl des Kreises ns unabhangig ist, wenn nur fiir K ein Kreis 
gewahlt wird, der in positivem Sinne R, umschlieBt. Ja, man kann statt 


_ K auch eine andere Kurve um FR, wihlen. Das ergibt sich ja unmittelbar 


aus dem zu Beginn von § 2 S. 127 ausgesprochenen Satze. Denn der 
Integrand ‘ist ja im Ringe analytisch und eindeutig. 

Wir haben somit restlos den folgenden Satz bewiesen: 

f (2) sei in einem von zwei konzentrischen Kreisen R, und R, mit dem 
Mittelpunkt a begrenzten Ringbereich eindeutig und analytisch erklirt, K sea 
ein weiterer diesem Ringe sapiens sonst beliebiger Kreis mit dem Mittel- 


punkt a. Es sew “ af f (f) 
Sib exe) 


Sarre? 


10* 


at tol r 


142 VI. Die Cauchysche Integralformel 


Dann gilt im ganzen Ring die Darstellung 
ao 


f (2) = Dp ane — a 


Ein wichtiger Spezialfall ergibt sich dann, wenn sich der Rand R, auf 
den Punkt a reduziert, wenn also f (2) im Kreis R, eindeutig und 
analytisch ist mit Ausnahme seines Mittelpunktes a. Wenn insbesondere 
dann in der Laurentreihe nur endlichviele negative Potenzen vorkommen 
— und wenn dies der Fall ist, dann reduziert sich ja schon von selbst R, 
auf den Punkt a —, dann sagt man, f(z) habe im Punkte a einen Pol, 
also es liege dort eine singulire Stelle vor, die man Pol nennt. Ins- 
besondere spricht man von einem Pol m-ter Ordnung, wenn die starkste 
vorkommende negative Potenz die n-te ist. Die Glieder negativer Potenz 


1 1 a4 
—n ae ee Comer wex x me 


(ga) 4 ag el 
machen alle zusammen den Hauptteil des Poles aus. 


§ 9. Der Cauchysche Koeffizientensatz. 
Wenn die Potenzreihe 8 (2) = >» 4,8" 
0 


im Kreise | 2|< R konvergiert!) und dort eine Funktion darstellt, deren Be- 
trag durchweg kleiner als M ist, dann gilt 


M 
tal a 


Das ergibt sich sofort aus der Integraldarstellung der Koeffizienten 


are re bad | 
aioe oe ae 


Dabei ist das Integral tiber einen mit | z|= R konzentrischen Kreis von 
kleinerem Radius r zu erstrecken, Daher wird nach S. 106: 


M 
ih 


Da dies aber fiir alle » << R gilt, so wird durch Grenziibergang r —> R ge- 
Liye M 
funden, daB auch | a, |< a 


Besonderes Interesse verdient der Fall » = 0, also die Abschatzung des 
Wertes dex Funktion im Kreismittelpunkte, durch die Randwerte. Da ist 


1) Dieser Kreis kann also ein Teilkreis des Konvergenzkreises sein. 
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also gefunden, daB | a, |< M. Wir fragen noch, inwieweit da das Gleichheits- 
zeichen stehen kann. Um das zu sehen, kniipfen wir nochmals an die Dar- 


1 d cesaee ; 
stellung a, = or f cee an. Htihren wir hier Polarkoordinaten ein, so wird 


wu 


22 
1 . 
i == af f(§) dg. Das kann man so aussprechen: Der Wert einer analyti- 
0 


schen Funktion im Mittelpunkt eines Kreises ist dem arithmetischen Mittel 
der Randwerte gleich. Schon daraus wird man vermuten, daB nur dann 
in der Abschitzung ein gleich wird stehen kénnen, wenn die Randwerte 
konstant sind. Aber zum sauberen Nachweis der Richtigkeit dieser Ver- | 
mutung sind noch ein paar Uberlegungen nétig. Zunichst sieht man sofort, 
da8 man das Integral tiber einen beliebigen Kreis | z|=r7< R erstrecken 
darf. Weiter kann nur dann |a,|= MM sein, wenn am Rande durchweg 
'f (€) |= ist. Daher muB auf jedem dieser Kreise der Betrag der Rand- 
werte gleich M sein. Also mu im ganzen Kreise die Funktion denselben 
absoluten Betrag M haben. Daraus folgt, daf sie eine Konstante ist. Denn 
ihr Logarithmus hat einen konstanten Realteil. Der Realteil des Loga- 
rithmus ist nimlich dem Logarithmus des absoluten Betrages gleich. Hine 
analytische Funktion log f(z) mit konstantem Realteil ist aber nach den 
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen eine Konstante. Hieraus er- 
gibt sich weiter: 

Eine in einem abgeschlossenen Bereiche analytische Funktion nimmt das 
Maximum ihres Betrages nur am Rande an, sofern sie keine Konstante ist. 

Wenn nimlich die Funktion f (¢) im Bereiche B analytisch ist, wenn 
alBerdem im Bereiche B | f(z)|< UM gilt, wenn ferner in dem Bereich- 
punkt z, sogar | f(z)|= If gilt, so mu8 nach den vorausgegangenen Dar- 
legungen auf jedem dem Bereich angehdrigen Kreise um den Punkt 2 auch 
bf. (2) |= M sein. Es gibt daher einen Teilbereich um den Punkt 2, in dem 
| f (2) |= MM, also nach dem vorausgegangenen /(#) konstant ist. Dann ist 
aber die Funktion f (z) nach der schon 8. 137/138 angestellten Uberlegung im 
ganzen Bereiche konstant. 

Man kann dhnliche Uberlegungen auch bei den tibrigen Koeffizienten im 
Anschlu8 an die Cauchysche Abschiatzung anstellen. Bequemer ist es aber, 
dabei an eine gewisse einfache Verscharfung des Koeffizientensatzes an- 
gukntipfen. Sie liefert auch die bisher gefundenen Resultate aufs neue. 

Man betrachte dazu das tiber den Kreis | z| =r < R erstreckte Integral 


2 firerae. 
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Tragt man die im Kreise |z|< # giiltige Darstellung 
f (2) = 09 -F 0,2 Fs + One” “E>: y 


ein, so hat man 


22 on 
Lf ir@rdg af (qt are? + )@+ area -..)dg. 
0 5 


Denkt man sich die beiden Reihen ausmultipliziert und integriert, so fallen 
alle die Glieder heraus, in welchen eine von Null verschiedene Potenz von 
e’” stehen bleibt. Denn es ist ja fiir ganzzahliges m + 0 
2 . 
2p e™*P dp = 0. 
0 
Wenn man dies beachtet, so findet man leicht 


22 
J fle@ lag =| a)? +]a, Pr? ose |p [Pritt ss, 
0 


Da aber nun |/f(2)|< 2 sein soll, so findet man hieraus 
[a f@+ia, Prt ---+ia,7%7"* 4+ -.-= M* 
Da dies fiir alle r< R gilt, so muB8 auch 
lao? + a, |? RP+ ---+)a,? R74 .--< MV? 
sein. Namentlich muf also fiir jedes einzelne Reihenglied 


an |< 

R 
sein. Soll aber hier das Gleichheitszeichen stehen, so miissen alle anderen 
Glieder wegfallen, also alle Koeffizienten mit Ausnahme dieses einen a, ver- 
schwinden. Somit haben wir das Ergebnis: 

In der Cauchyschen Abschitzung 


M 
fn Sg 


wo |f(2)| <M ist fiir |z|< R, steht nur dann das Glleichheitszeichen, wenn 
f(e)=e = gn 


ist, und daber mit « eine Zahl vom Betrage Eins bezeichnet ist. 
Fir m = 0 finden wir insbesondere das seitherige Ergebnis wieder. 
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§ 10. Isolierte Singularititen eindeutiger analytischer Funktionen. 


In einem schlichten Bereiche B seien endlichviele Punkte a,, a, --- dp» 
markiert. In allen tibrigen Punkten des Bereiches sei f(z) eindeutig und 
analytisch erklart. Auch im Bereiche selbst sei f(z) eindeutig. f(z) soll 
also keine Wertinderung erfahren, wenn z im Bereiche einen geschlossenen 
Weg beschreibt. Uber das Verhalten von f(z) in den Ausnahmepunkten 
machen wir erst spiter einzelne besondere Annahmen, um so feststellen zu 
k6nnen, was aus unseren allgemeinen Annahmen iiber das in diesen Aus- 
nahmepunkten a, médgliche Verhalten 
sich ergibt. Wir betrachten eine 
einzelne derselben: a und legen einen 
dem Bereiche B angehérigen Kreis K, 
der nur diese eine Ausnahmestelle 
enthalten mége, um dieselbe. 

Zunichst werde nun angenommen, 
daB die Funktion auch an der Stelle 
a noch ‘stetig sei. Wir werden beweisen, 
dag sie dann an dieser Stelle auch 
differenzierbar, also analytisch ist. Um 
das einzusehen, legen wir um die 
Stelle a als Mittelpunkt in K einen 
Kreisring; den duBeren Begrenzungs- 
kreis K, vom Radius xr denken wir ; 
fest, den inneren K, vom Radius @ werden wir sich dndern lassen (Fig. 52). 
Fiir ein dem Kreisring angehGriges z gilt dann die Darstellung 


Sy prgll tp all eats weal MACS. 
p= sh; f Pact A, ers 
Der. Wert des Integrales af be d€ ist dabei von der Wahl des Kreises K, 
; 


und damit von @ unabhangig. Denn solange nur z dem von K, und K, 
begrenzten Kreisring angehért, hat die Summe beider Integrale einen un- 
yeranderlichen Wert. Daher gilt auch die Gleichung | 


Te te AT 
FE iag = tim f po za 
[ze 


Fig. 52. 


[%e 


4 
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Dieser Grenzwert kann aber nun leicht -wirklich bestimmt werden. Hs 
wird sich zeigen, daB er Null ist. Da nimlich die Funktion f(z) in dem 
Kreis K, stetig ist, so gibt es eine positive Zahl M, so daS fir alle 2 des 
Kreises K, und namentlich also auch fiir alle auf der Kurve K, gelegenen 
Stellen die Ungleichung | /f(£)| < Mf richtig wird. Dazu wollen wir noch 
den Kreis K,, d.h. seinen Radius g so klein wahlen, daB | § — 2| > [See d 
bleibt. z denken wir uns dabei festgehalten und € variiert auf dem ais Ko. 
Daher kénnen wir nun abschatzen und finden 


1 f( M 
ay f falas 
[xe 


Da also hiernach das Integral if oe dé fiir geniigend kleine 9 Werte be- 


sitzt, die beliebig nahe an Null liegen, und da es andererseits, wie wir 
sahen, von 0 unabhingig ist, so muB es verschwinden. Daher gilt nun fiir 
alle von z= a verschiedenen Stellen aus dem Kreise K, die Darstellung 


Omm dE 1 ag 
[4] 


Dies Integral stellt aber (S. 131) eine auch noch im Punkt z= a analytische 
Funktion dar, mit der also die gegebene f(z) an allen anderen Stellen 
iibereinstimmt. Da sie aber beide stetig sind, so stimmen sie auch noch 
an: der Stelle z= a selbst tiberein, und damit haben wir tatsachlich be- 
wiesen, da8 f(z) an der Stelle a noch analytisch ist. Es gibt somit in 
isolierten Punkten keine Unterbrechung des analytischen Charakters ohne 
Unterbrechung der Stetigkeit. Ja, unsere Betrachtungen lassen sogar erkennen, 
daB diese Stetigkeit eine recht kraftige Unterbrechung erfahren muB, wenn 
wirklich der analytische Charakter rettungslos verloren gehen soll. Man 
kénnte sich namlich denken, daB man aus einer an sich bei z= a stetigen 
Funktion dadurch eine unstetige herstellt, daS man ihr an dieser Stelle 
einen von ihrem Grenzwert abweichenden Wert beilegt. Eine solche Unter- 
brechung des analytischen Charakters — denn auch die Differenzierbarkeit 
hért dann auf — kann natiirlich sofort behoben werden, indem man nur 
die Funktion dort wieder richtig erklirt. Solche singuliéren Vorkommnisse 
kénnen natiirlich auftreten, aber man sieht, daB sie leicht zu beheben sind. 
Daher nennt man solche Unterbrechungen des analytischen Charakters eine 
hebbare Singularitat. Unter einem isolierten singuldren Punkt einer ein- 
deutigen Funktion versteht man dabei allgemein eine Stelle, in deren Um- 
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gebung die Funktion analytisch ist, wihrend in diesem Punkt selbst dies 
regulare Verhaiten aufhért. Unter einer reguliren Stelle versteht man 
demnach eine Stelle analytischen Charakters. 

Uber die hebbaren Unstetigkeiten kann man nun aus den zu Beginn 
des Paragraphen angestellten Uberlegungen noch ein interessantes Ergebnis 
gewinnen. Diese Betrachtungen stiitzen sich nimlich im wesentlichen nur 
darauf, daB f(z) in der Umgebung von z= a regulir und beschriinkt ist. 
Die Stetigkeit in diesem Punkte spielte nur zweimal eine Rolle, einmal als 
wir auf die Beschrinktheit schlossen, die wir jetzt vorausgesetzt wollen, 
und dann gegen Schlu8, als wir auf die Ubereinstimmung der beiden 
Funktionen auch im Punkte a schlossen, weil da beide stetig seien. Diese 
Folgerung fallt jetzt weg. Wohl aber bleibt das Resultat bestehen, daB 
f(#) an allen von =a verschiedenen Stellen mit einer auch noch in 
diesem Punkte analytischen Funktion iibereinstimmt. Demnach also be- 
sitzt f(z) auch bei Annaherung an diesen Punkt einen Grenzwert, und in- 
dem man aus f(z) dadurch eine andere Funktion macht, daB man sie in 
dem Punkte z= a diesem Grenzwert gleichsetzt, erhilt man aus f(z) eine 
noch in =a analytische Funktion. Dann legt also wieder eine hebbare 
Singularitat vor. 

Ich fasse zusammen: 

Ist f (2) in der Umgebung von z =a eindeutig und reguldr erklért und 


auperdem beschrankt, so. eaistiert der Grenzwert lim f(z). Bezeichne ich thn 
2>a 


mit A und setze auperdem f(a)= A, so ist f(z) auch noch im Punkte a 
regular analytisch. 

Aus diesem schénen Resultat ziehe ich nun einige Folgerungen. Ich 
nehme an, f(z) sei in der Umgebung der Stelle z=a nicht mehr be- 
schrankt, wohl aber gebe es eine ganze positive Zahl n derart, dab 


(2— a)" f (2) 
in der Umgebung von z =a beschrinkt sei. Dann besitzt diese in dieser 
Umgebung regulaire Funktion fiir z>a einen Grenzwert A. Erklire ich nun 
die Funktion g(z) in der Umgebung von ¢=a durch die Gleichung 


y (2) = (@ — a)" F(@) 
und setze auBerdem g(a) = A, so ist y(z) eine auch noch in a analytische 
Funktion: p(2)=A+A,(¢—a)+--- 
sei ihre Entwicklung nach Potenzen von ¢—a. Daher findet man nun 
fiir f(z) in der Umgebung von z=a die Darstellung 


Daeg Ao oe 4 +.-.A,+ Angi (@—@)+°°* 
ge 


ok Cals" 
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Das ist also eine Laurententwicklung mit nicht mehr als m Gliedern 
negativer Potenz. Solche sind auch tatsichlich vorhanden, denn sonst 
wire, wie ein Blick auf die dann entstehende Reihenentwicklung zeigt, die 
Funktion selbst. gegen unsere Annahme beschrinkt. Die héchste vor- 
kommende negative Potenz sei die m-te. Dann ist also m eine Zahl, die 
n nicht iibertrifft, und unsere Funktion hat an der Stelle z=a im Sinne 
der S.49 gegebenen Terminologie einen Pol m-ter Ordnung. So haben 
wir das folgende Ergebnis gefunden: 

Wenn es eine ganze natiirliche Zahl n gibt derart, dap fiir die m der 
Umgebung von 2=a eindeutige und reguldre Funktion f(z) der Grenzwert 
lim (¢ — a)" f (2) eaistiert, so gibt es einen kleinsten ganzzahligen Eaxponenten 


2 >a 


m, der n nicht tibertrifft, und fiir welchen gleichfalls der Grenzwert existiert, 
aber von Null verschieden ist. Die Funktion besitzt dann bei z= a einen 
Pol m-ter Ordnung. 

Auf das Vorhandensein eines solchen Poles kann auch aati aus etwas 
anderen Voraussetzungen ae werden. Wenn niamlich f(z) nicht 


beschrankt ist, wohl aber =~ in der Umgebung von =a beschrankt und 


f(2) @. 


regular ist, so besitzt dann =— einen bestimmten Grenzwert, der Null sein 


7G 
muS, weil ja f(z) in der tecochane von =a beliebig groBe Werte an- 


nimmt. Daher gilt eine Entwicklung von der Form 


1 
fe) An(é — a)™+ Anti(e — aymtit... (m > 0). 
Daher gilt fiir f(z) selbst die folgende Darstellung: 
7 ef 1 
Z4)=> E : 
ss (@—a)™ Ant 4n41@—a@)+ Tag 


Da aber hier der zweite Nenner in der Umgebung von z=a nicht ver- 
schwindet — fiir z= a erhalt er den von Null verschiedenen Wert A,, und 
ist auBerdem in der Umgebung von z =a stetig —, so gilt fiir f(z) eine 
Entwicklung von der Form ° 


tO es 


: \ 
Zag rs 
1 1 0, 

Aj, (e—a)™  (e—a)™—1 


Wieder besitzt also f(z) bei z= a einen Pol. 


ze Me 


1) Ein bequemes Verfahren zur Berechnung der Koeffizienten «, werden wir auf 
S. 156ff kennen lernen. 
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Unsere Annahme, daB ay regular und beschrinkt sei, bedeutete im 


Grunde nur, daB f(z) in der Umgebung von z =a dem Werte Null nicht 
nahe kommen sollte, d. h. daB eine von Null verschiedene positive Zahl m 
existieren sollte derart, daB | f(¢)|>m>0 ist, in der Umgebung von 
z= a. Vorhin war es die Voraussetzung, daf f(¢) beschrankt sein, also 
dem Wert Unendlich nicht nahe kommen sollte. Statt dieser speziellen 
Werte kann man nun auch einen beliebigen Wert « nehmen. Man kommt 
so zu dem Ergebnis, daf eine Funktion f(z), welche in der Umgebung von 
z2=a emdeutig und reguldr ist, und die in dieser Umgebung einem beliebi- 
gen Werte « nicht nahe kommt, bet passender Erklirung in z= a entweder 
bet z= a noch regulir ist oder dort einen Pol besitzt. 


Wenn nimlich | f(2)— «|>m> 0 bleibt, so ist parc ps 


— m 


Daher 


ist Fay a =a,+a,(2—a)-+--- regulir und daher wird 


1 
a, + a, (@—a)+ ey 


f(2)=a+ 


hat also bei z=a entweder (a,=0) einen Pol oder (a) + 0) ist sogar 
regular. 

Alle die eben besprochenen Singularititen fabBt man als auper- 
wesentliche zusammen. Ihnen stehen die wesentlich singuldren Stellen 
gegeniiber. In ihrer Umgebung muf also die Funktion f(¢) einem jeden 
Werte beliebig nahe kommen. Dahin gehért z. B. fiir die Exponential- 
funktion, welche ja im Endlichen iiberall regulir ist, der unendlichferne 
Punkt. Denn in jedem Periodenstreifen kommt die Hxponentialfunktion 
einem jeden Werte nahe, ja, sie nimmt sogar jeden Wert auer Null 
und Unendlich wirklich in jedem Streifen an. Derartige Streifen haben 
aber in jeder Umgebung des unendlichfernen Punktes in unendlicher 
Anzahl Platz. 

DaB in der Umgebung der wesentlich singuliren Stellen die analy- 
tischen Funktionen nicht nur jedem Werte nahe kommen, sondern sogar 
jeden Wert mit héchstens einer Annahme wirklich annehmen, ist der In- 
halt des Picardschen Satzes, den wir erst im zweiten Bande mit den dann 
zur Verfiigung stehenden schirferen Hilfsmitteln behandeln kénnen. 

Man kann indessen leicht einsehen, daf eime analytische Funktion 
w = f(z) in jeder Umgebung \z—~2|<r einer wesentlich singuldren Stelle 
z= 4, einzelne Werte unendlichoft annimmt. Hs gibt sogar in beliebiger 
Nahe einer jeden Zahl a Werte b, die unendlichoft angenommen werden. 
Sei nimlich b ein von f(z) angenommener Wert, der sich um weniger als 
das beliebig gegebene « von a unterscheiden mége. Sei etwa f(8) =. 
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Dann nimmt nach einem S. 187 erst zu beweisenden Satz f(z) in der Um- 
gebung von f alle Werte aus einer gewissen Umgebung von 6 an. Hs 
modgen etwa alle Werte aus dem Kreise K,: |w—b|<7 angenommen 


werden. Alsdann betrachte ich die Umgebung | ¢— al<s" In ihr gibt 
es eine Stelle, an-der ein Wert aus K, angenommen wird. Daher werden 
in Je—a|<s alle Werte eines gewissen Teilkreises K, von K, ange- 
nommen. Dann betrachte ich |z— 4, | << und erkenne, da hier wieder 


die Werte eines gewissen Teilkreises K, von , mindestens einmal ange- 
nommen werden. So erhalt man eine unendliche Folge ineinanderliegender 
Kreise der w-Ebene. Jeder Punkt, der simtlichen Kreisen angehért, wird 
in beliebiger Nahe von z= 2 unendlichoft angenommen. 

DaB eine jede analytische Funktion singulire Stellen — sei es wesent- 
liche oder nur auBerwesentliche (Pole) — besitzen muf, ist. der Inhalt des 
Tiouvilleschen Satzes. 

Von hebbaren Singularitiiten werde dabei gleich ganz abgesehen; wir 
wollen die Hxistenz von Polen oder wesentlich singuléren Stellen nach- 
weisen. Ich nehme also an, eine Funktion f(z) sei in der ganzen Ebene, 
also auch im Unendlichfernen reguldr.*) Ich werde beweisen, daB sie dann 
eine Konstante sein mufB. Bevor ich in den Beweis eintrete, erinnere ich 
daran, da8 eine solche Funktion beschrankt ist. Es sei also etwa | f(z)|< J. 
Ich werde nun zeigen, daB an jeder endlichen Stelle die Ableitung ver- 
schwinden muff. Zu dem Zweck schlage ich um die zu untersuchende 
Stelle z als Mittelpunkt einen Kreis vom Radius R und wende auf die 
in ihm regulaére Funktion den Cauchyschen Koeffizientensatz an. Der liefert 


Olt 


Diese Abschitzung mu aber nun fiir beliebige R gelten. Daher kann 
nur f’(z) = 0 sein. 

ich will nun weiter annehmen, es sei eine bis auf Pole in der vollen 
Ebene regulire eindeutige Funktion vorgelegt. Dann kénnen diese Pole 
nur in endlicher Anzahl auftreten. Denn ein Haufungspunkt derselben 
kann weder eine regulire Stelle noch ein Pol sein. Denn Pole sind iso- 
lierte Singularitdten. Ihre Laurententwicklung hat naimlich nur endlichviele 
negative Potenzen, konvergiert also in der Umgebung von z=a, so daB 
dort tiberall f(z) regular ist (S. 37). Es seien nun a@,, a,--- d» und even- 


1) Ich erinnere daran, was unter einer im Unendlichfernen analytischen Funktion 


zu verstehen ist. f(z) heiBt fiir ¢=oo analytisch, wenn f (5) bei t= 0 analytisch ist. 
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tuell co die Pole. Die Glieder negativer Potenz in den zugehdrigen 
Laurententwicklungen*) seien 


A’) ¥ Sty 


und Aen + Aya"—*+-+++ An_12. 


Bildet man nun die Summe aller dieser rationalen Funktionen, so erhilt 
man eine Funktion p(z), die dieselben Pole wie f(z) besitzt. Die Diffe- 
renz beider ist aber von Polen frei. Denn an jeder Stelle stimmen die 
Laurententwicklungen beider in den Gliedern negativer Potenzen tiberein. 
Die Differenz f(z) — p(z) ist somit durchweg regular. Daher ist nach dem 
Liouvilleschen Satze die Differenz eine Konstante. So haben wir den fol- 
genden Satz gefunden: 


Die rationalen Funktionen sind die einzigen in der ganzen Ebene bis auf —— 


Pole reguliren Funktionen. 
DaB aber die rationalen Funktionen selbst durchweg bis auf Pole 
regular sind, leuchtet leicht ein. Denn an einer Stelle, wo der Nenner von 
f(2 _ ple) Wee ts $42" 


q(z) bo +b,2 +--+ +52" 


nicht verschwindet, ist der Quotient regular.) Verschwindet aber der 
Nenner — wir diirfen natiirlich annehmen, daB nicht auch der Zahler ver- 
schwindet, weil wir sonst kiirzen kénnten —, so wird etwa 


bot 0,2 +---+ dpe” = B,(2— a) +--+ (B= 0). 


gt psig il 
q (2) re a)” C+ (4 — a) rie 


Multipliziert man noch mit p() =) + a,(¢—a)+ +--+ 0,(¢— a)", 80 
findet man etwa 


Also 


P12) weet x 
- 4q@) (¢—a) [20+ (6 iL } 


und fiihrt man nun die Division mit (¢— a)” aus, so wird 


aes 95 : Shae eae 
q(z) (¢—a)” (¢—a) 


. : . 
1) Bei z=o0o hat man ja alle Funktionen nach Potenzen von = at entwickeln. 
Negative Potenzen von S sind aber positive Potenzen von z. 


2) Wie im Reellen ist nach 8. 32 der Quotient tiberall da differenzierbar, wo der 
Nenner nicht verschwindet. 
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Also liegt ein Pol vor. Was aber endlich das Unendlichferne anlangt, s0 
hat man ja nur 1 
»(=) ym at’ +--+ a, 
Ee ee og 
(3) 


bei ¢ = 0 zu betrachten. Das hat dort einen Pol n — m-ter Ordnung, wenn 
n> m ist, und ist sonst regular. Im Unendlichfernen hat also f(z) einen 
Pol oder ist dort regulir, je nachdem der Zahlergrad den Nennergrad 
tibertrifft oder nicht. Wegen dieser Sachverhalte nennt man die Pole zu- 
sammen mit den reguliren Stellen auch Stellen rationalen Charakters. Die 
regularen Stellen heiBen insbesondere Stellen von ganzem rationalen 
Charakter. 

Eine weitere Anwendung des Liouvilleschen Satzes mége nun folgen. 
Das ist der Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra, des Satzes also, 
daB eine jede nicht konstante, ganze rationale Funktion g(z) Nullstellen be- 
sitzt, Anderenfalls nimlich ware auch /(2) =sa an jeder endlichen Stelle 
der Ebene analytisch. Dazu wire diese Funktion aber auch beschrankt. 
Denn wenn g(z) =a +4,2+---+ 4,2 ist, so wird 

a 1 


[eo ; 
7 a, +4 strats atone ae rs 


Daher wird Hee f(2) = AuBerhalb eines geniigend groBen Kreises K 


ist also | f(z) ee ¢ und im Inneren ist | /f(z)| stetig, also auch beschrankt. 
Daher ist nach dem Liouvilleschen Satze f(z) eine Konstante. Daher mu 
g(2) =a, sein, gegen die Annahme, da8 g(z) sich mit z dndern solle. 

Aus dem Satze, da jede eindeutige Funktion von durchweg 
rationalem Charakter rational ist, mége nun noch diese Folgerung ge- 
zogen werden: : 

Jede durchweg eindeutige schlichte und bis auf endlichviele Ausnahme- 
_ stellen reguldr analytische Abbildung der komplexen Ebene wird durch eine 
lineare Funktion vermittelt. 

Die Funktion darf also jeden Wert nur einmal annehmen, sonst wire 
die Abbildung nicht schlicht. Daher hat sie nach 8.149 keine wesentlich 
singulare Stelle, ist also nach dem eben erwahnten Satze rational. Da sie 
aber jeden Wert nur einmal annimmt, so muB sie linear sein. 

Aufgabe: Wenn eine Funktion in der Umgebung einer isolierten singu- 
laren Stelle eindeutig ist, wenn aber dort weder sie selbst noch ihr Reziprokes 
beschrankt ist, so liegt eine wesentlich singulire Stelle vor, ‘ 


= arr 


Dn eek 
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§ ll. Der WeierstraBsche Doppelreihensatz. 


Der Satz handelt von den Reihen analytischer Funktionen. In einem Be- 
reiche B seien die Funktionen f, (2), fy (2)--+ fr (2)+++ eindeutig und regular 
analytisch erklart. Die Reihe f (2) =f, (2) + fy (2) +--+ mége in B gleich- 
mapig konvergieren. Wir wissen bereits, dab die Summe f (z) eine in B ein- 
deutige und stetige Funktion ist. Jetzt wollen wir iiberdies beweisen, dap sie 
analytisch ist. Im Sinne unserer Definition der analytischen Funktionen be- 
deutet dies, daB f(z) differenzierbar ist. Wir werden gleichzeitig sehen, dap 
die Ableitung der Summe der Summe der Ableitungen der Reihenglieder gleich 
ist und daB diese Reihe selbst wieder gleichmdBig konvergiert. 

Im Reellen hat man bekanntlich diese gleichmifige Konvergenz der Reihe 
der Ableitungen oder eine ahnliche Voraussetzung nétig, um auch nur die 
Differenzierbarkeit der Summe einer Reihe differenzierbarer Funktionen er- 
kennen zu kénnen. Ohne eine solche weitere Voraussetzung braucht dort 
die Summe gar nicht differenzierbar zu sein. (Siehe z. B. meinen Leitfaden 
der Integralrechnung S. 74.) Hier dagegen laBt sich das alles ohne weitere 
Voraussetzung aus der gleichmaBigen Konvergenz der Reihe > f;(z)-allein er- 
schlieBen. i=1,2--- 

Seinen Namen ,,Doppelreihensatz“ trigt dieser Satz daher, daB fiir seinen 
Entdecker WeierstraB, wie wir schon S. 138 darlegten, die analytischen Funk- 
tionen durch die Méglichkeit der Potenzreihenentwicklung erklirt waren; so 
war fiir WeierstraB jedes Reihenglied f;(z) selbst eine Potenzreihe, und es 
handelte sich darum, die Potenzreihenentwicklung der Summe als mdéglich 
zu erkennen und sie zu finden. Auch hiervon wird nachher naher die Rede sein. 

Fiir uns ist nun die Cauchysche Integralformel das gebotene Beweis- 
mittel des Satzes. Sie laBt ohne weiteres die Differenzierbarkeit der Reihen- 
summe erkennen. Betrachten wir namlich das Integral 


(6) 
eee df, 


Es werde tiber eine geschlossene, den Punkt z einmal im positiven Sinn 
umschlieBende Kurve © aus B erstreckt. Trigt man hier den Wert von 


f (2) ein, so erhalt man % 
1 me fi ®) , A@) 
Qui at= sh, fas (! Be aT Row! “43 


Da aber nun die Summe /, (£) + f, (8) --- fiir alle der Kurve © angehGrigen ¢ , 
und festes z gleichmaBig konvergiert, so wird weiter 


1 FO) a- _ 1 h (6) 9 fe (6) as 
ihre ee ee ChE 


Qni f—z 
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Wertet man aber die einzelnen Integrale aus, so findet man 


2m Bae -=f (2). 
eee ON MY g € eine analytische Funktion 


von 2 darstellt, so ist f(z) eine analytische eR 
Bemerkung: Statt sich der Integralformel zu bedienen, hatte man auch 
das Integral a f (€) d& selbst betrachten kénnen, um, gestiitzt auf den 
Moreraschen Satz von 8. 133 den analytischen Charakter von f (¢) zu erkennen. 
Unser Gedankengang bietet uns aber noch mehr. Er léBt uns auch er- 


kennen, daB E faM=fila+thKe+-:: 
und daB diese Reihe im Bereiche B wieder gleichmaBig konvergiert. Hs 
wird namlich 
ee f (6) er eee = fy (8) 
f'(@) = one Epi = fae aT 3 rae ae a 
Palliat a 
Die gleichmaBige Konvergenz der Reihe leuchtet so ein: Sei 
rh (2) = fil) + far) te 
der Rest der Reihe, so kann ich 


r= fae [Ot hr +---} 
setzen. Wahlt man nun » hinreichend groB, so wird 


TeGt int ae) +>) <e 


wegen der gleichmiBigen Konvergenz der Reihe 


ADAGE) Hes 
Daher erkennt man leicht, daB auch r,.(z¢) mit wachsendem » beliebig klein 
wird. Die Wiederholung des Schlusses liefert f" (2) = Sf,’ (2), und auch 
diese Reihe konvergiert gleichmaBig usw. 

Wir kénnen nun auch leicht die Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung 
von / (2) gewinnen. Diese sind namlich bis auf die Nenner m! die Ableitungen 
der Funktion f (z) im Mittelpunkt der Entwicklung. Diese Ableitungen aber 
sind als Summen der entsprechenden Ableitungen der Reihenglieder erkannt. 
Daher wird nun auch der Koeffizient der n-ten Potenz in der Entwicklung 


f (2) = B @ —a) = Sa, ¢—ay 
der Summe der Koeffizienten der n-ten Potenzen in den Entwicklungen 


f. (2) = Bo(e — a) = Sale — a) 


Da aber nun nach §.131 das Integral ——. 


Qu7 


a ae oe a er 


| 
q 
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gleich. Daher findet man die Summe der Potenzreihen 


2 B. (2-4) 


x==1,2--- 


dadurch, da8 man die mit gleicher Potenz von (¢— a) behafteten Glieder 
aller Reihen zusammenzahlt und dann die so erhaltenen Summen zu einer 
Reihe vereinigt. Ich will dies noch als besonderen Satz aussprechen: 


Die Reihen f, (2) = By (2 — a) = = SP ay 
migen alle in dem Kreise |z—a|<vr konvergieren. AupBerdem konvergiere 
die Reihe = f. ©) _ f(s) 
in diesem Kreise gleichmipig. Dann ist 


pkey Spe Sa) = =a, Ga) 


und hier ist dn = > ax: 


24ND he 


z= 


Von dem so erhaltenen Satz machen wir nun eine Reihe von niitzlichen 
Anwendungen. 

Insbesondere kann aus dem Doppelreihensatz die auch aus der Ketten- 
regel von S. 32 folgende Gruppeneigenschaft der analytischen Funktionen er- 
schlossen werden. Darunter versteht man die Tatsache, daB f(w) eine 
analytische Funktion von 2 ist, wenn f (w) in w analytisch ist und w selbst 
als analytische Funktion w = m (z) erklart ist. 

Die prazise Fassung ee Aussage tiber mittelbare Funktionen wird 


‘durch den folgenden Satz gegeben: 


w= (2) sei in der Umgebung von 2= a eindeutig und analytisch. 
Ferner sei p (a)=b, und es sei f(w) m der Umgebung von w = b ana- 
lytisch und eindeutig. Dann ist f { w (¢)} m der Umgebung von z=a 
analytisch, 

Wegen der Stetigkeit von g (z) kann man namlich einen Kreis um z=a 
abgrenzen, in welchem g (#) nur Werte annimmt, die dem Konvergenzkreis 
von f(w) = > B,(w—b)” angehoren. Setzt man dann 


| f.(2) = bs p (2) — 65%, 
so sind die Voraussetzungen des Doppelreihensatzes erfiillt. Daher folgt 
aus ihm sofort unser Satz tiber mittelbare Funktionen. 
Aus diesem Satz flieBt nun auch sofort wieder die Kettenregel der 
 catagedape Denn wir haben ja die Entwicklung 


w (2)}= 3 B,{p (2)—b)” 


Bieberbach, ee ai 11 
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Da man Potenzreihen gliedweise differenzieren kann, so ergibt sich 
TSO) _ S198, (9@)— be}: 9) = ge 

Das ist aber die Kettenregel der Differentialrechnung, die wir schon 5S. 33 
auf anderem Wege bewiesen haben. Bei der Herleitung haben wir aller- 
dings ihre Giiltigkeit fiir die Differentiation der Potenz (g (2) — b)” voraus- 
gesetzt. Das konnte auch unbesorgt geschehen, weil sie hier nur eine Folge 
der Regel tiber die Differentiation eines Produktes ist. 

Anwendung: Es gibt  verschiedene in der Umgebung von 4 = 0 ein- 
deutige und analytische Funktionen /(¢), deren n-te Potenz ( positiv ganz- 


zahlig) mit 1+ a,2-+ 4,27+--- tibereinstimmt. Sie werden mit 
V1 G,e+-:- 
bezeichnet. Der Quotient je zweier derselben ist eine n-te Hinheitswurzel. 
Denn f 
Vé 


erklart in jedem schlichten Bereich der .z-Ebene, welcher €=0 nicht ent- 
halt, nach 8. 67  eindeutige analytische Funktionen, die sich um Hinheits- 
wurzeln als Faktoren unterscheiden. Da aber 


f€=1+a,z+.--:- 


in der Umgebung von z = 0 analytisch und von Null verschieden ist, so zer- 
fallt nach dem eben bewiesenen 


V1 -ae+-- 


in der Umgebung von z= 0 in » eindeutige analytische Funktionen. 


» 


§ 12. Die Technik der Potenzreihenentwicklung. 
Handelt es sich z. B. darum, die Funktion 


1 
(1) (¢?—1) @—2) 


nach Potenzen von 2 zu entwickeln, so ware es unbequem, dazu die Koeffi- 
zienten durch die Ableitungen der Funktion auszudriicken. Bequemer ist 
es schon, jeden einzelnen der Faktoren 

rel 1 1 

sex ds e+ i z2—2 
zu entwickeln und dann das Produkt der gefundenen Reihen zu bilden. Am 
allerbesten aber ist es, erst die Funktion in Partialbriiche zu zerlegen und 
dann die gefundenen Einzelbriiche zu entwickeln. Setzt man an 


See, oe Pee 
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1 —. B C 
(2) (=I 52) et ee pe 
so findet man leicht den Koeffizienten A, indem man mit (¢—1) multi- 
pliziert und dann z=1 setzt. So wird 4 =— > Ebenso findet man 
\ 

b= - C= . Nun wird weiter 
(3a) ee ee ee 

1 
(3b) reece 

uk Bae od 1 z 2? 
>) Sy era a ee ae 


Daher hat man 


1 1 i! 2 eee! Sy as 11 
cs ES ies a Seda Wey eee emer a 
1 
4 


Nach dem Muster dieses Beispiels geht man zweckmabBig bei der Entwicklung 
rationaler Funktionen vor, falls die Nullstellen des Nenners leicht zuganglich 
sind. Fiir kompliziertere Falle empfiehlt sich die Methode der unbestimmten 
Koeffizienten, die wir bald kennen lernen werden. 


Es kénnen Partialbriiche von der Form mit einem Exponenten » 


(g—a)” 


vorkommen, welcher die Eins ‘ibertrifft. Schreibt man wieder 


1 gat yeh 1 ; 
ee n egy Z\” 
(z—a) (—a) (1—4) 
so erkennt man leicht, daB es darauf ankommt, die Entwicklung von 
i 
(L—z)" 


nach Potenzen von z zu beherrschen. Man kann versuchen, diese dadurch 

zu Silas i da8 man Se ee 

m-mal mit sich selbst multipliziert. Hat man allgemein eine Potenzreihe 
a+ a2 + a,22+--- 

mit l+e2t+2?+--- 

zu multiplizieren, so erkennt man leicht, daB in der Produktreihe der 

Koeffizient von 2” der m-ten Partialsumme s, der Koeffizienten a, gleich 


wird: s,=@,+4,+-+:+4,. Wendet man dies auf den vorliegenden Fall 
11* 
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: 1 : af 
an, in dem es sich darum handelt, allgemein gesprochen ~—_, mit 55 
ee a (1—2) 
zu multiplizieren, so findet man zunachst 
+ n 
(5) Gy lt Be ae ee 1s +.-- 
(6) Alsdann aoe lt 8e+6et4--- + SERED of... 


1 : 
Um ~—, zu bekommen, mu8 man schon die Summe 


(1—z)* 
Pees oe ee 


berechnen kénnen. Das laéuft im wesentlichen darauf hinaus 
(7) 1 + 2?+ 37+.---+n? 
auszurechnen. Das sind Aufgaben, welche die Kombinatorik direkt zu lésen 
lehrt. Es ist aber einfacher, zur Herstellung der gewiinschten Reihenent- 
wicklungen den binomischen Lehrsatz zu verwenden. Dann erhilt man 
gleichzeitig eine elegante Lésung der eben beriihrten Summationsaufgaben. 
Was nun den binomischen Satz anlangt, so kann er ohne weiteres aus 

dem reellen Gebiet iibertragen werden. Denn 

meta 

(zy 


ist fiir alle von z=1 verschiedenen Stellen der z-Ebene eine eindeutige 
regulére Funktion. Sie kann daher fiir |z|<1 nach Potenzen von z ent- 
wickelt werden. Die Koeffizientenbestimmung der Taylorschen Reihen lehrt 


sofort, da8B in 1 ‘ ; 
Gap a 8a tt Mat. 
der Koeffizient s™ den Wert = a = plat. Die Ausrechnung liefert 
n) _. *(M+1)--->(n+2x—1) 
(8) Seoul =alt aS” aadeon 


Ss (— 1)” ete farts AgeMs att) i 1)" Pre § 


1 2 aD Ya 
Definiert man fiir beliebige Exponenten r 


(9) (1 + ay er log (1+-2) ; 


so erkennt man durch &hnliche Schliisse, daB der binomische Satz auch - 


auf gebrochene und irrationale Potenzen (1+ 2)” ausgedehnt werden kann, 
und da8 alle Entwicklungen den Hinheitskreis zum Konvergenzkreis haben. 
Denn die Darstellung (9) lehrt, daB (1+ 2)" auf der Riemannschen Fliche 
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des log (1 + 2) eine eindeutige Funktion ist. Jedenfalls also ist jeder ihrer 
Zweige im Hinheitskreis eindeutig und reguliir und kann somit nach 8. 135 
nach Potenzen von z entwickelt werden. Aus den vorhin dargelegten Griin- 
den wird die Entwicklung durch den aus dem Reellen bekannten binomischen 
Satz geleistet. Ich ergiinze meine Bemerkungen tiber die Entwicklung der 
rationalen Funktionen durch einige Worte tiber die Konvergenzkreise der 
Reihen. Kehren wir zu der Funktion (1) zuriick. Die drei Reihen (8) 
haben als Konvergenzkreise den Hinheitskreis bzw. den Kreis |z|< 2. Da- 
her ist der Konvergenzkreis der Reihe der Einheitskreis. Beachtet man, 
daB Eins gleichzeitig die Entfernung des nachsten Poles der Funktion (1) 
vom Nullpunkt ist, so erkennt man darin eine Bestiitigung der allgemeinen 
Regel, die man schon den Erérterungen der 8.136 entnehmen kann. Dort 
némlich erkannten wir, da8 der Konvergenzkreis immer der grote Kreis 
um den Entwicklungsmittelpunkt ist, welcher in dem Regularitatsbereich 


der Funktion Platz hat. Beachtet man aber, da rationale Funktionen in ~ 


der ganzen Ebene bis auf Pole regular sind, so erkennt man, dab man bei 
ihnen die volle, von den Polstellen allein begrenzte Ebene als Regularitits- 
bereich nehmen kann, daher ist der Konvergenzradius einer jeden Entwick- 
lung der Entfernung des nachsten Poles vom Entwicklungsmittelpunkt 
gleich. Das gilt auch fiir die Laurententwicklung in der Umgebung einer 
Polstelle. 

Die gleiche Betrachtung lehrt auch den Konvergenzkreis der Ent- 
wicklung von g(z) ee erkennen. Dabei sollen 

BQ) =a, + a2+-- 

und  —s BL (2) = bo + 2 +-* 
zwei fiir |z|<yr regulére Funktionen sein. Wenn namentlich der Nenner 
bei z= 0 nicht verschwindet, so erhalt man eine Potenzreihenentwicklung 
von (2), die in einer gewissen Umgebung von z=0 konvergiert. Ist 
namlich fiir das ganze |z|<r der Nenner von Null verschieden, so kon- 
vergiert auch die neue Reihe fiir |z|<r. Anderenfalls wird ihr Konver- 
genzradius durch die Entfernung der nichsten Nullstelle des Nenners vom 
Mittelpunkt der Entwicklung bestimmt. Hat aber der Nenner bei z= 0 
eine Nullstelle n-ter Ordnung, so besitzt dort g(¢) einen Pol m-ter 
Ordnung. Um seine Laurentreihe zu finden, betrachtet man erst das 
noch bei z=0 regulire z*y(z) und dividiert die dafiir gefundene Reihe 
durch 2. 

Wir haben also nur die Aufgabe zu lésen, eine bei z= 0 regulire 


Funktion oo nach Potenzen von z zu entwickeln. Handelt es sich nur 
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darum, einige Anfangskoeffizienten zu finden, so geht man zweckmiBig so vor, 
daB man erst ~- entwickelt und dann mit f(#) multipliziert. 

Am Beispiel von tg 2 == moge das dargelegt werden. Da der Nen- 
ner nur fiir ungerade Vielfache von = verschwindet, wird der Konvergenz- 


radius der Entwicklung = Nun hat man aber 


1 : 1 
COS Z g? gt \ 
oe 4! ) 
a i 
Setzt man abkiirzend gaye SEG 


so hat man also in die-geometrische Reihe 


1+E+ e+ 
ames 


einzutragen. Das ist ein ganz spezieller Fall des WeierstraBschen Doppel- 
reihensatzes. Denn fiir geniigend kleine || wird |€|<1. Die Reihen- 


glieder fn(z) sind gerade die Potenzen ¢*= (- i) Nin--findet aan 
aber ai a 4 

eat ath 
Also wird ele ee Segal 


1° 6 
=f red =e 
Multipliziert man nun noch mit 
sin 2 = 2 — ~ vee so erhalt man 
2 
(10) tge=e+5etioet... 


Ebenso kann man den ctgz behandeln. Es bietet aber hier ein be- 
sonderes Interesse, zu einer allgemeinen Formel fiir die Koeffizienten der 
Reihe vorzudringen. Zunichst verschwindet ja in 


der Nenner fiir alle Vielfachen von az. An jeder dieser Stellen hat etg z 
einen einfachen Pol, Bei z= 0 ist ja z. B. 
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Wir wenden uns zur allgemeinen Bestimmung der Koeffizienten bei einem 
Quotienten a,+a,2+a, git... 
See wes We ee 
um das gefundene Resultat dann auf z ctg ¢ anzuwenden. 
Da wir bereits wissen, daB eine Entwicklung der Form 


©. 
fot Oe +e: 
existieren mu8, so kénnen wir zundchst mit unbestimmten Koeffizienten 
> ansetzen: ie ae ee ee 
ae eee fot Get: 


und hier die €, als zu bestimmende Koeffizienten ansehen. Maultipliziert 
man dann rechts und links mit b, +6,2+---, so liefert die Vergleichung 
der Koeffizienten gleicher Potenzen von ¢ auf der rechten und linken Seite 
zur Bestimmung von §, €, --- €, die Gleichungen 
fnDy + ON ig ee [0 On = An 
Gn—109 + +++ + by bn—1 = Gn—1 


= £09 + $55, = a, 
7 {05 == lo: 
Daraus entnimmt man 
b,b,b3 -+-bn = On 
050, 0, +++ On —1Gn—1 
(—1)"|0 bob, °° bn—2On—2 


11 n= 
( ) c prt 00 by ee be yarns 

000 ---b % 

Wenden wir dies Ergebnis nun auf die Entwicklung von zctgz an. Da in 
id 
. 1—?Z at . 
2ctg z= eed Chic are 
1—gz"- 31+ eee 


nur gerade Potenzen von z vorkommen, so enthilt auch die Potenzreihen- 
entwicklung von zctgz nur gerade Potenzen. Ich kann daher 


| é oes S14 Get fet Hee + ete 
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ansetzen. Schreibe ich hier = 2%, so habe ich also den Ansatz 
ith d : 
S14 Got BOT 


ig 
Se ge 


1 


1 ecsill 
In der allgemeinen Formel ist daher a, = (— 1)” @n)i und b, = (— 1) anya 
zu setzen. Daher findet man 


|—1 oe LL al ied oA pt 
LiBleswiOlow it) on@hE Ijlesst (2m) 
—1 3g" 61". Ce 
aces Teste “""(@n—1)! (Qn —2)! 
Saal eds ie = CS eat i SV saree 
Q 1s Bes eo Ae een 
0.-++ 0+. 0- 1 1 
“mide adstiatol dy 
Hieraus findet man zB. & =—| 3! 2 =—F5 
tee 
(ok aed . 
i SPOr <4 : 
= ; ai is ——— usw 
Genie 1 
2) So wird al bg ge a gh hE eth lates 
(12) So wird also ctgz=7—Z2—, fs ‘ 
in. 
(18) Setzt man noch $= —~ 
so hat man in B, die sogenannten Bernoullischen Zahlen vor sich. Es 
ist also B, = i, B= -++. Die weitere Rechnung liefert 
1 1 5 691 7 
(14) eeu BS sy B=) 6 wap By 


Die Bernoullischen Zahlen werden uns noch mehrfach begegnen, und wir 
werden so noch mehrfach Gelegenheit haben, weitere Eigenschaften derselben 
zu entwickeln. 

Wir fiigen noch’) die Entwicklungen von log (1+ 2), von arctg ¢ und 
aresin 2 an, die man durch Integration der entsprechenden Entwicklungen 
ihrer Ableitungen erhilt. 


1) Wegen der Funktionen — 7 d vgl. man 8, 182/183. 


Cos 2 
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Wir wissen von 8.77 und haben auf 8.158 schon benutzt, daB jeder 
Zweig der unendlichvieldeutigen Funktion 
log (1 + 2) 

im Hinheitskreis | z|< 1 eindeutig und analytisch erklirt ist, und daB sich 

die verschiedenen Zweige dieser Funktion voneinander um Vielfache von 


2 a? unterscheiden, Wir entscheiden uns fiir denjenigen dieser Zweige, der 
fir ¢=0 verschwindet. Er wird durch das Integral 


log (1+ 2) = af f 
dargestellt. Daher findet man : 


g 2? rh a 
ROW ara 8 Fon bg ea te A) he 
Weiter wird arctg 2 = oS 
Daher hat man 0 
(15) w = aretge=2—-L42—4.. 
Ebenso findet man aus 
ee Ep Bri 5 Lae ee et pe 
pa en Ba Sega ak Gece 
— 1 -i 2°. 1 30b 8 
a 2 -3 2 -3-52Z 
(16) ES oa eee ST ST UN REESE eae 


Zum Schlu8 dieses Paragraphen behandeln wir noch ein etwas kompli- 

zierteres Beispiel. Wir wollen 1 
V1i—2a2+27 

nach Potenzen von z entwickeln und das allgemeine Bildungsgesetz der 
Koeffizienten ergriinden. Der Wert der Quadratwurzel werde in einem ge- 
niigend kleinen Kreise um z= (0 dadurch festgelegt, daB man der Wurzel 
fiir z= 0 den Wert + 1 beilegt. Damit dadurch im ganzen Kreis die Wurzel 
eindeutig bestimmt sei, mu8 man den Kreis so klein wahlen, daf keine Null- 
stelle der Wurzel in ihm liegt. La8t man namentlich fiir nur reelle Werte 
von einem Betrag unter Eins zu, so wird dieser Kreis stets der Hinheits- 
kreis, denn die Nullstellen der Wurzel liegen dann bei 


2=a2tiV1— 2}, 
und diese Zahlen haben stets den Betrag Eins. Hs ist ja 


ge=e?t+i—a2=1. 
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Somit stellt unter den angegebenen Bedingungen 
1 
Vi—2a2+2 
eine im Hinheitskreis regulire Funktion von z dar. Hs gibt daher eine 
Maclaurinsche Reihe 1+ P,(#) 2+---+ P,() 2+ 
die im Einheitskreis unsere Funktion darstellt. Daher ergibt sich fiir den 
Koeffizienten P,,(x) die Integraldarstellung 


1 dé 
(17) P,, (2) = Higbee Vi—2et+o. 
oO 


Das Integral hat man sich dabei tiber einen mit dem Hinheitskreis kon- 
zentrischen Kreis von kleinerem Radius erstreckt zu denken. Der Wert der 
Wurzel w () = V1—2x2£+ © auf dem Integrationsweg ist durch die eo 
dingung w (0) =+ 1 festgelegt. Ich mache zunichst die Substitution € =— 
dabei wird aus dem Integrationsweg ein den Punkt ¢= oo im odie fell 
-d. h. den Punkt ¢ = 0 im negativen Sinne umlaufender Kreis von einem 
Radius gréBer als 1. Es wird 


1 dt-t” 
Pn @= 5, {a 
12) 


Die Warzel ist jetzt durch die pea Soot oe ~ =-+1 festgelegt. Hs 


wird ja 


2@ _VWi-eet +h = yi—eat Fe. 


Nun«befolgen wir weiter den ae den man auch im Reellen bei der Aus- 
wertung eines derartigen Integrales einschligt.) Wir machen die Substitution 


/ 


w(t)+t=z. 
Dann wird bekanntlich 
it ole ya, (z2—1)” 


Der Integrationsweg ist jetzt das durch die Abbildung 2 =¢+Y1—2at+ é 
in der 2-Ebene erhaltene Bild eines den Punkt ¢ = oo umschlieBenden Kreises, 
der demjenigen Blatt der Riemannschen Flache von w = Y1— 2at + ?#? an- 
aa eae 

Um diese Verhiiltnisse deutlich zu iibersehen, miissen wir uns zunichst 
dartiber klar sein, daB die Riemannsche Fliche von w = w (t) zweiblattrig 
tiber der ¢-Ebene ausgebreitet ist und ihre beiden Verzweigungspunkte an 


_ gehoért, in dem 


1) Vgl. auch S. 112. 


Sa 
iis: LAD Ve | 


~ welchem lim 
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den Stellen +i 7/1 — a? besitzt. Auf dieser Flaghe ist somit auch ¢ + w (#)=z¢ 
eine eindeutige Funktion des Ortes.. Diese-Funktion vermittelt dazu eine 
Abbildung der Flache auf die schlichte volle z-Ebene. Das leuchtet ein, 
wenn wir uns der schon eben bei der Umrechnung des Integrales benutzten 


Tatsache erinnern, daB ¢ = also eine eindeutige Funktion von 2 wird. 


27—1 
2 (¢—2) 
EKbenso wird aye 


hi (¢) = 2 (¢—2) 


also gleichfalls eindeutig in z. Beiliufig werde hier bemerkt, daB jede andere 
der im Reellen iiblichen rationalisierenden Substitutionen gleicherweise zu 
einer schlichten Abbildung der Riemannschen Flache fiihrt. Bei dieser Ab- 
bildung geht nun weiter derjenige unendlichferne Punkt der Fliache, in 
v@) _ 4 wird, in 2 =o tiber. Denn lim 2 = lim’t”® 
t>o t> oo t> o t 


=1+1lim Se =1+1=2. Der Integrationsweg in dem Integral (18) ist 
t>o 


also eine itt geschlossene Kurve der z-Hbene, welche den Punkt oo im 
negativen Sinne umschlieBt. Der Punkt 2, der dem Hinheitskreis angehért, 
wird also in positivem Sinne umschlossen. Daher 14Bt die Integralformel (5) 
von 8.133 sofort erkennen, daf 

(19) Yani ty Pate a aa 


on! ax” 


Der Koeffizient P,,(x) ist also eine ganze rationale Funktion m-ten Grades 
von x. Die so gefundenen Polynome sind die Legendreschen Polynome aus 
der Theorie der Kugelfunktionen. 


§ 13. Der Vitalische Doppelreihensatz. 
Dieser Satz stellt eine moderne Erweiterung des klassischen Weier- 
straBschen Satzes (S. 158) dar. Gleich diesem gehért er wegen seiner un- 
geheuren Tragweite zu den wichtigsten Siatzen der ganzen Theorie. Der 
Satz lautet: Hs sei bekannt, dap die Reihe f,(2) + f2 (2) +--- in einer Punkt- 
menge eines Bereiches B konvergiere, welche in B einen Hiufungspunkt besitat. 
Es sei weiter bekannt, daB die Teilswmmen der Reihe in B gleichmapig be- 
schriinkt sind, d.h. es gebe eine Zahl M, unter der stimtliche Teilsummen dem 
Betrage nach fiir alle Stellen des Bereiches B liegen. Damn ist die Reihe in 
jedem inneren Teilbereich von B gleichmipig konvergent und stellt also eine 
in B analytische Funktion dar. 
Der groBe Wert des Satzes liegt in dem geringen ~MaBe von Voraus- 
setzungen, die er macht. Nicht einmal die durchgingige Konvergenz mub 
man von Hause aus wissen. Er enthalt ein bequemes Kriterium zur Priifung 
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der gleichmaBigen Konvergenz einer Reihe. Vor einem Irrtum sei von vorn- 
herein gewarnt. Aus dem Satze folet ganz und gar nicht, dab jede kon- 
vergente Reihe analytischer Funktionen eine analytische Summe hat. Denn 
es gibt konvergente Reihen, deren Teilsummen nicht gleichmaBig beschrankt 
sind, fiir die also unser Beweis nicht gilt. Im zweiten Bande dieses Werkes 
werden wir tatsichlich Beispiele konvergenter Reihen mit nichtanalytischer 
Summe kennen lernen. Freilich ist, wie wir dann sehen werden, auch da 
nicht mehr aller Willkiir Tiir und Tor gedéffnet. Es gibt immer Teilbereiche 
von 5B, wo die Summe analytisch ist. 

Der Beweis des Vitalischen Satzes ist schon auf die mannigfachste Weise 
gefiihrt worden. Am bequemsten ist es, sich auf die Cauchysche Integral- 
formel zu stiitzen. Da® man aus der 
Konvergenz an einigen Stellen auf die 
Konvergenz an anderen muB schlieBen 
kénnen, ist eine leichte Folgerung aus 
‘unserer Beweismethode des WeierstraBschen 
Doppelreihensatzes. Denn nehmen wir etwa 
an, es gebe im Bereich B eine rektifizierbare 
Kurve &, die darin einen Bereich G be- 
grenzt, und auf thr konvergiere die Rethe 
gleichmaBig (Fig. 53). Dann konvergiert sie auch im Inneren des Bereiches G. 
Denn in diesem Bereiche ist ja 


Fig. 53. 


1 f, (&) 
CRSA ea 
© 


Bei festgehaltenem z konvergiert aber die Reihe 


1 f, (6) 
f—z 
auf © gleichmaBig. Sei ihre Summe fe, 
80 ist om aees = f(z) 


eine analytische Funktion. Andererseits aber ist 


pea nnd f(® ay 1 mls 

t= f Baad A, feSa- sro. 
Durch weiteren Ausbau dieser Uberlegung kann man auch die gleichmaBige 
Konvergenz in G erschlieBen. Man hat dazu nur zu bemerken, daB ein 


jeder Reihenrest das Maximum seines absoluten Betrages am Rande von G, 
also auf © annimmt. Da aber dort wegen der gleichmaBigen Rand- 
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konvergenz die Reste von einem gewissen an unter bleiben, so ist das 
auch in G@ der Fall. 

Noch sei bemerkt, da& das so bewiesene Ergebnis keine unmittelbare 
Folge des Vitalischen Satzes ist. Denn der Vitalische Satz setzt voraus, 
daB der Haufungspunkt der Konvergenzpunkte im Bereich liege, wahrend 
wir hier Konvergenz am Rande annahmen. 

Wir wenden uns nun nach dieser Abschweifung zum Beweis des 
Vitalischen Satzes. 

1. Wir betrachten dazu einen Teilbereich G von B, dessen Rand vom 
Rand des Bereiches den Abstand d besitzen mége. Zunichst werden wir 
zeigen, daB in diesem Bereiche G die Teilsummen s,, s,, --- der Reihe 
gleichmdpig stetig sind. Das Wort gleich- 
maBig bezieht sich dabei auf die Stellen 
des Bereiches und auf die Nummern der 
Teilsummen. Es soll also nachgewiesen 
werden, da8 es eine Funktion d(¢) gibt 
derart, daB ; 

Sn (2) — Sn (22) |<, sobald | z,—z,|< d(e) ist, 
ganz einerlei, wie die Nummer » und wie 
sonst die Stellen z, und z im Bereiche G 
gewahlt sein mdgen. Das ergibt sich 
wieder sofort aus dem Cauchyschen Jntegralsatz. Um jeden Punkt z, des 
Bereiches G kann man einen Kreis K vom Radius d schlagen, der ganz 
in B liegt (Fig. 54). Wahlen wir nun einen Punkt z,, dessen Abstand von 


Fig. 54. 


z, den Wert — nicht iibersteigt, so liefert die Integralformel 


1 8, (5) (@,—2,) M\2,—2%/4 
| Sn (#1) — $n (42) | = 95 ame Eas dgj< eee. 
K 
Sobald also aoal<ee=8 


ist, bleibt fiir alle und alle z, des Bereiches G immer 
| Sn (21) — 8n (4) | < 

2. Das war der erste Schritt. Jetzt wihlen wir aus der Gesamtheit 
aller Teilsummen zunichst einmal eine Teilfolge aus. Diese sei so aus- 
gesucht, daB sie in einer iiberall dichten Punktmenge des Bereiches G 
konvergiere. Das kann auf folgende Weise bewerkstelligt werden. Wir 
denken uns die Bereichpunkte mit rationalen Koordinaten «, y in irgend- 
einer Weise numeriert. Die Punkte seien dann ¢,, %,--:. Ich betrachte 
die Werte s, (z,). Da ihre Betrige beschrinkt sind, besitzen diese Werte 
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mindestens einen Haufaungswert, und man kann eine Teilfolge unter den 
Werten s,,(¢,) herausgreifen, welche nur einen dieser Haufungspunkte be- 
sitzt. Dazu miégen etwa die Funktionen s, (2), 52, (¢), --- Verwendung 
finden. Diese Funktionen besitzen also an der Stelle z, einen Grenzwert. 
Nun betrachte ich die Werte dieser neuen Folge an der Stelle z,. Wieder 
kann ich eine Teilfolge herausgreifen, die nun auch an der Stelle z, einen 
Grenzwert besitzt. Diese sei s (2),---. So weiterfahrend erhalte ich eine 
unendliche Kette von Funktionenfolgen 


Sr, (2), Sz (2)y 82, (%) --- 

Su, (2), Sus (2); Sus (2) Pte 

$y, (2) Sr (2), Sy, (2) +>. 
Jede Folge ist eine Teilfolge aller vorhergehenden. Die erste Folge be- 
sitzt an der Stelle z, einen Grenzwert, die zweite an den Stellen z, und 2, 
die dritte an den Stellen z,, 2,, 2, usw. Nun ist es leicht eine neue Teil- 
folge anzugeben, welche an allen Stellen z,, 2,,--- einen Grenzwert be- 
sitzt. Kine solche Folge ist die Diagonalfolge 


$2, ea 6,, Sita — 63, Sy, = O3 sare 


Denn als Teilfolge der ersten konvergiert sie an der Stelle z,. Von ihrer 
zweiten Funktion an ist sie auch eine Teilfolge der zweiten Folge unserer 
Kette, konvergiert also auch an der Stelle z. Von o, an ist sie in der 
dritten Folge enthalten, konvergiert also auch an der Stelle z, usw. Mit 
6(Z,) sei der Grenzwert der Folge an der Stelle z, bezeichnet. 

3. Das war der zweite Schritt. Nun vereinigen wir beide Uber- 
legungen, um zu erkennen, daf diese ausgewahlte Funktionenfolge in ganz 
G konvergiert. Schlage ich namlich um irgendeinen rationalen Punkt z, 


einen Kreis K: sa 
ee te 
| 2 — &| S Tap 


so ist in ihm nach 1. fiir alle n: 
| Gn(2@) — On (2x) |< e. 
Nun gibt es eine Nummer NV (e), so da fiir alle n > N(e): 
| © (2) — On (4x)|<é 
ist. Daher wird fiir n > N(e) auch 
| o(&) — 6,(2)| <2e. 
Daher wird fiir beliebiges positives m und fiir » > N(e) im Kreise K: 


| (2),4.m— On(@)|<4e. 
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Disest Schlu8 kann aber an jeder Stelle z fiir jedes « ausgeftihrt werden, 
da in beliebiger Nahe von ¢ rationale Punkte liegen. Daher konvergiert 
die Folge 6, (2), 6,(z), --- im ganzen Bereiche G iiberall. 

4. Das war der dritte Schritt. Wir zeigen nun, daB die Folge o, (2) 
in G gleichmaBig konvergiert. 

Aus der in ganz K giiltigen Abschitzung 


| 6 (z) nm 6, (2 
und der eben bewiesenen Konvergenz 
lim 6 = 6 
ree (2) n+ m (2) 
folgt, daB in ganz K auch 


|6 (2) — 6, (2)| <4e fir n> N(e) 
sein muB. 

Will man noch beweisen, daB die 6, in G gleichmaBig gegen ihre Grenz- 
funktion konvergieren, so hat man noch zu bemerken, daB man G mit 
endlichvielen dieser Kreise bereits véllig tiberdecken kann. Man betrachte, 
um das zu erkennen, die diesen Kreisen gleicher GréBe einbeschriebenen 
Quadrate gleicher Kantenliinge. Selbstverstandlich kann man mit endlich- 
vielen solcher Quadrate ein den ganzen Bereich G iiberdeckendes Polygon 
aufbauen. Die Kreise gleicher Mittelpunkte iiberdecken also auch ganz G. 
Zu jedem dieser endlichvielen Kreise gehért eine Nummer v, derart, daB die 
Partialsumme 6,(z) gleicher Nummer sich von der Reihensumme o.(¢) um 
weniger als 4¢ unterscheidet. Die gréBte dieser Nummern hat dann die 
Higenschaft, daB die Partialsumme gleicher Nummer sich von der Summe 
6(z) um weniger als 4¢ in ganz G unterscheidet. 

5. Das war der vierte Schritt. Nun kommen wir dazu, die Konvergenz 
der gegebenen Funktionenfolge s,(z) zu beweisen. Wenn diese etwa an der 
Stelle a des Bereiches G nicht konvergierte, so besifen also die Werte s, (a) 
mindestens zwei verschiedene Haufungspunkte A und B. Wir konnten da- 
her zwei Folgen auswahlen mit den Grenzfunktionen o(¢) und 6 (4), so dab 
6(a)= A und 6(a) = B verschieden waren. Nehmen wir nun an, unser 
Bereich G enthielte den Haufungspunkt der im Vitalischen Satz genannten 
Menge von Konvergenzpunkten. Dann miiBten die beiden Funktionen in 
dieser Punktmenge und ihrem Haufungspunkte iibereinstimmen, in a aber 
voneinander abweichen. Das geht nicht an. Daher muB o(¢) = 6(z) sein. 

Daher konvergiert die urspriinglich gegebene Funktionenfolge in G, und 
| zwar gleichmaBig. Denn wir haben ja unter 3 gezeigt, daB jede konver- 
gente Teilfolge einer beschrankten Funktionenfolge gleichmabig konvergiert. 
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Den hier gefiihrten Beweis kénnen wir in jedem Teilbereich von B wieder- 
holen. Damit ist dann der Vitalische Satz vollstaéndig bewiesen. 


b 
Anwendung: Das Integral fi f(t, 2) dt stellt jedenfalls dann eine in 


einem Bereiche B analytische Funktion von 2 dar, wenn /(¢,2) fiir 
a<t<b eine in B analytische Funktion von z ist, welche auBerdem fir 
alle diese Werte beschrankt ist. Fiir jeden einzelnen Wert von 2 mu 
natiirlich f (¢, z) nach ¢ integrierbar sein. Wenn dann durchweg | /(é, 2)|< M 
ist, so gilt das gleiche fir den absoluten Betrag der Funktionen 


nig ettes ate atone net) 


6 
[hr Grenzwert ist aber das J f(t, 2) dt. Nach dem Satz von Vitali er- 


gibt sich daher die Richtigkeit unserer Behauptung. 
Beispiel. Wegen |e—‘#—1|=e—*t?—1 (> 0) 
ist eric 
in jedem Intervall 0<a<t<b beschrinkt, wofern z auch einen festen 


Bereich aus dem Inneren der Halbebene R(z) > 06> 0 beschrinkt wird. 
Daher ist b 


fe oat 


in jedem z der Halbebene (2) > 0 analytisch. Da weiter fiir alleb > a> 0 


< fe t—ladt 
0 


gilt, und da dieses letztere Integral konvergiert, so ist nach dem Satz von 
Vitali 1 
he 


fete tat = tim ee at 


h>0 
0 h 


6 


fe EAGT 


a 


eine in (z) > 0 analytische Funktion: die sogenannte Gammafunktion I"(z). 

Erweiterung: Will man den eben ausgefiihrten Schlu8 genau dem 
Vitalischen Satz anpassen, so setze man etwa h=— und lasse n durch 
ganze Zahlen nach Unendlich streben. Aber iene kann den Vitalischen 


=. -—- 
i a : > 
'd 
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Satz durch den gleichen Beweisgang auch auf den Fall erweitern, daB die 
gegebene Funktionenmenge s(z, 2) (seither s,(z)) statt von einer Nummer 
von einem kontinuierlich veranderlichen Parameter 4 abhingt. Wenn dann 
$(4, 4) fiir alle z aus B und die in Betracht kommenden 1 analytisch und 
gleichmaBig beschrankt wird, wenn weiter in einer in B sich haiufenden 


Teilmenge von B der lim s (z, 2) existiert, so existiert er fiir alle z aus B 
4>iy 


und die Konvergenz ist in jedem Teilbereich von G gleichmaBig. Den 
Beweis fiihre der Leser als niitzliche Ubung selbst durch. 


) 


Siebenter Abschnitt. 
Das Residuum. 


§ 1. Funktionen mit isolierten Singularititen. 


Die Funktion f(z) mége in einem beliebigen, also im allgemeinen mehr- 
fach zusammenhingenden Bereich G eindeutig und analytisch erklart sein. 
Im Bereiche sei eine mit einer Durchlaufungsrichtung “versehene geschlossene 
rektifizierbare Kurve © gegeben. Man nennt das Integral 


3, | flea 
c 


das Residuum der Funktion f(z) in bezug auf die Kurve © Wenn man 
@ zufallig in einen einfach zusammenhingenden Regularititsbereich von f(z) 
einbetten kann, so ist das Residuum nach dem Cauchyschen Integralsatz 
Null. Im allgemeinen wird dies indessen nicht der Fall sein. 

Uns interessiert namentlich der Fall, daB f(z) in einem einfach zusammen- 
hangenden Bereich mit AussehluB von 
endlichvielen seiner Punkte eindeutig und 
regular ist und daB die Kurve © eine ein- 
fach geschlossene Kurve ist, die einige dieser 
Punkte genau einmal im positiven Sinne 
umschlieBt.') Dann ist nach 8. 130 unser 
Integral gleich der Summe yon Integralen, 
die etwa tiber Kreise zu erstrecken sind, 
deren jeder genau einen der von © um- 
schlossenen Punkte, und zwar im selben Fig. 86. 


_ Sinne wie © umkreist (Fig. 55). 


1) Verallgemeinerungen (auch an den Kurven ©) wird der Leser an Hand der 
S., 129 entwickelten Sitze leicht selbst finden. 
Bieberbach, Funktionentheorie I ~ 12 
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Die Ausnahmestellen seien etwa 
Ay, Ag, *** Any 


und | Sure — a, 


sei die Laurententwicklung von f(¢) in der Umgebung von a,. Dann wird 
nach dem eben herangezogenen Satz von S. 130 


if fede = Sak, f reas 
sl =, 


wobei die Hinzelintegrale tiber geniigend kleine, je eine Singularitét a, um- 
schlieBende Kreise K, zu erstrecken sind. Da man aber in einem 
solchen Kreise die Laurententwicklung zur Verfiigung hat, welche man 
gliedweise integrieren kann, so findet man 


[f@dze = 22i AM, 


xi] 
L 


t 


e 


Man nennt das Integral — is f(adz 
ene 


das Residuum von f(z) an der Stelle az. So wird das Residuum an der 
Kurve © der Summe der Residuen an den einzelnen von © wumschlossenen 
singuldren Stellen gleich. An jeder dieser Stellen aber wird das Residuum 
dem Koeffizienten des Gliedes erster Ordnung in der Hat ela ea) gleich. 

Das Residuum des unendlichfernen Punktes wird durch 5 —— | f(e)dz er- 


klart, erstreckt tiber einen hinreichend grofen Kreis in- ap" Richtung, bei 
der sein Aueres zur Linken bleibt, Hinreichend groB, d.h. f(z) soll in 
allen seinen Auenpunkten aufer eventuell co selbst regular sein. Aus 
dieser Hrklirung folgt, daB das Residuum im unendlichfernen Punkt dem 


negativen Koeffizienten des Gliedes = in der Laurententwicklung des Punk- 
tes co gleich ist. Man erkennt das, wenn man die Umgebung von ¢ = oo 


auf die Umgebung von ¢= 0 durch die Funktion t =~ abbildet. Dann wird 
Ty 
ap flade =— i f(;) gat: 
0) a} 


Denn aus dem positiven Durchlaufungssinn eines groBen Kreises wird bei 
dieser Abbildung der negative Durchlaufungssinn eines kleinen Kreises. Es 
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wird aber ---a_,2" +---a_yz+a,+a, =+a,5+ ree eeee Qin ato 
1 1 
+a1> +a, +at+ at +---, also f (=) 5 See's eae 


+ a, t+ dy + gt o>. 

Wiahrend somit eine an der endlichen Stelle a reguldre Funktion da- 
selbst immer das Residuum Null besitzt, wird im allgemeinen eine bei oo 
regulare Funktion dort ein von Null verschiedenes Residuum zeigen. Denn 
f(2) ist bei oo regula, wenn seine dortige Entwicklung B(- = keine nega- 
tiven oe age yon >; d. h. keine positiven Potenzen von g enthalt. Das 
Glied >; welches ace Residuum bestimmt, wird aber im allgemeinen. vor- 
ey 

Fiir die Bestimmung des Residwwms eines Produktes hat man eine be- 
queme Regel, wenn an der betreffenden Stelle der eine Faktor regulir ist, 
der andere aber einen Pol erster Ordnung besitzt. Sei némlich dann r 
das Residuum von f(z) bei z= a, g(z) aber hier regular, so wird rg(a) das 
Residuum von /(z)-g(z). Denn man hat ja 


19 =(<24+ BE— 4) 9@ + &— a) B, — @)) 


_7g(a) 
Pate ces ea?) 
Hierunter fallt insbesondere die Bestimmung des Residuum eines Quotienten 
me) 
9 (2) 


an einer einfachen Nullstelle des Nenners, welche nicht zugleich eine Null- 
stelle des Zahlers ist. Sei a eine solche Stelle, so wird 


f@) pe As oe ier ae f(a) im has): 
92) (a)(e—a) + - “=;=aly@t €— 9 Be— a} 
Also ist MS das Residuum an der Stelle a. : 
Beispiel. Betrachten wir die aneine sas" Der cos z verschwindet 


fiir die ungeraden Vielfachen von * also wenn z= (2n + 1)= ist. Diese 
Stellen zerfallen in die beiden Sorten a= (4m+ 1)F und z = (4m + 3) = 
Fiir die Stellen z = (4m + 1) nimmt die Ableitung des cos z also — sin é 
den Wert — 1 an, fiir z= (4m+ 3)3 dagegen den ar +1 an. Also 
hat an den Stellen z= (4m+ 1)= das Residuum von —— den Wert — 1, 
an den Stellen 2 = (4m + 8)= den ane +1. Beides wee in die Aus- 
sage zusammengefaBt werden, daf = an der Stelle z= (2n + 1)= das 


Residuum (— 1)”—? besitzt. 
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Die Funktion < f ees hat somit bei z= (2+ 1)= das Residuum (— 1)”—* 
f((2n + 1) =) ee nicht f((2n + 1)5) verschwindet. 


Ahnlich findet man, daB cotg wz an der Stelle z=na das Residuum 


1 


1 besitzt. 
Also wird f(1)+/(2) +---+ f(n) = emi "er wedZ 


erstreckt tiber eine Kurve, die z = 1, 2---m je einmal im positiven Sinne um- 
lauft, die tibrigen ganzzahligen Punkte aber ausschlieBt. Uber die Residuen 
gilt der folgende Hauptsatz: 

Wenn f(z) eine eindeutige Funktion ist, welche in der ganzen unendlichen 
Ebene (einschlieBlich z= 0c) nur endlichviele singuldre Stellen besitzt, so 
ist die Summe der Residuen aller dieser singuléren Stellen Null. 

Denn sei K ein Kreis, in dessen AuBerem mit eventueller Ausnahme 
des unendlichfernen Punktes keine Singularitét mehr liegt. Dann wird 
= iE f(2)dz = der Summe der Residuen aller endlichen singuléren Punkte 


K 


: fi f(@)dz = dem Residuum am unendlichfernen Punkt, 


27%, 


fee 


Daher wird die Summe der Residuen Null, weil f + 7 = (0) ist. 
i hela 


§ 2. Kinige Anwendungen der Residuen. 


f(z) set eime im der oberen Halbebene bis auf endlichviele Stellen regu- 
lire eindeutige Funktion, welche auf der reellen Achse durchweg reguldr ist. 
Im Unendlichfernen werde sie von mindestens eweiter Ordnung Null, besitze 
also dort eine a ede 


SHa4.. 


Dann konvergiert das iiber die bes Achse erstreckte Integral 


2 ee 
_ i f(2)de 


und ist gleich der Summe der Residuen an den in der oberen Halbebene 
gelegenen Stellen. 
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Betrachten wir namlich zunichst das Integral iiber den Halbkreis der 
Fig. 50 S, 134, so ist es der Summe der Residuen an den in seinem 
Inneren gelegenen singuliren Stellen gleich. Wahlen wir aber den Halbkreis 
hinreichend gro8, so kommt er in den Konvergenzkreis der Laurententwick- 
lung am unendlichfernen Punkte zu liegen und umschlieBt so alle Singu- 
laritaten der oberen Halbebene. Andererseits aber konvergiert das Integral 
tiber den krummen Teil des Halbkreises mit wachsendem Radius gegen 
Null. Denn sei R ein hinreichend grofer Radius, so wird auf ihm wegen 
der Laurententwicklung fle |< Sle 1 


sobald er hinreichend gro8 ist. Daher wird das iiber den Halbkreisbogen 
erstreckte Integral | fflea “|< 2x { is i+ 1) 


und das strebt tatsichlich gegen Null. Da aber nun das tiber den vollen 
Halbkreisumfang erstreckte Integral einen festen Wert hat (Summe der 
Residuen) und das iiber den Kreisbogen erstreckte einem Grenzwert zu- 
strebt, so gilt das ae fiir das geradlinige Integral und es wird 


afte dz = Summe der Residuen. 
224 
Beispiele. an 


dz ae 
Pe gto as cee 


—ie 


Denn die einzige Singularitét liegt bei z=-+ 7%. Hs ist aber 
— ‘ee dee 2” 
der Koeffizient der (—1)-ten Potenz der Laurententwicklung bei z= 7. 
Auch’ das schon 8S. 134 behandelte Integral 


+a 
dau 


Geen Fh 


fallt als Spezialfall unter die eben dargelegten allgemeinen Uberlegungen. 
Es liegt dann nur der eine singulire Punkt z=7 vor, und das Integral 
ist das 22i-fache Residuum des Integranden an dieser Stelle, also gleich 


Das eben gefundene Resultat gilt indessen, wie schon Cauchy erkannt 
hat, unter wesentlich allgemeineren Voraussetzungen. Es ist nicht ndtig, 
da® die Funktion f(z) im Unendlichfernen regulir sei und von mindestens 
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zweiter Ordnung verschwinde. Es reicht hin, daB in der oberen Halbebene 
die Funktion f(z) bei Anniherung an z= oo von stirkerer als der ersten 
Ordnung verschwinde. Genau formuliert lautet die Annahme so, (2) sed 
in der oberen Halbebene eindeutig und bis auf endlichviele Stellen regular. 
Auf der reellen Achse sei die Funktion im Endlichen regulir. Ferner gebe 
es eine fir «>O0 erklérte Funktion R(s), so daB ftir |\z|> R(s) stets 


+0 
lef(e)\<«. Dann ist = if f(z)dz der Summe der Residuen von f(z) m 


der oberen Halbebene gleich. Das ist nicht schwer zu beweisen. Wir mtissen 
ja nur einsehen, daB auch unter den jetzigen Voraussetzungen das tiber 
den Halbkreis erstreckte Integral a f(2)dz fiir R —+oo den Grenzwert Null 


i= 
—R +R 


hat. Nun wird aber 
OLE 


- 
—R +28 
Dieses Integral hat aber ersichtlich fiir R—» oo den Grenzwert Null. 

Die eben angestellten Uberlegungen lassen klar erkennen, da8 die Voraus- 
setzungen, auf die wir unseren Beweis stiitzten, noch weiter verallgemeinert 
werden kénnen. Hs kommt doch nur darauf an, daB das Halbkreisintegral 
mit wachsendem Radius gegen Null strebt. Dazu muB der Radius aber 
gar nicht kontinuierlich wachsen, es gentigt vollstandig, wenn er eine ge- 
wisse, ins Unendliche wachsende Wertereihe, beispielsweise die Reihe der 
ganzen Zahlen durchliuft. Man tibersieht sofort, daB die bei der letzten 
Beweisanordnung verwendeten Schliisse unverandert in Kraft bleiben, wenn 
dabei |zf(z)| auf diesen Kreisen gleichmiBig gegen Null strebt, d.h. auf 
denselben von einer gewissen Nummer an kleiner bleibt als eine irgendwie 
vorgegebene positive Zahl «, Hier aber erkennt man wieder sofort, daB 
-man von dieser Kleinheitsbedingung gewisse Bogen der einzelnen Kreise 
ausnehmen darf, wofern nur, kurz gesprochen, ihre Gesamtlinge hinreichend 
klein ist. Wir wollen diese Andeutungen nicht zu allgemeinen Sitzen ver- 
dichten, sondern uns begniigen, an ein paar Beispielen diese Méglichkeiten 
zu beleuchten. Wir wollen uns dabei mit einem ein wenig allgemeineren 
Fall befassen, wo aber die in Rede stehenden Verhiiltnisse ganz analog liegen. 
Das tiber eine einfach geschlossene Kurve © erstreckte Integral 


as fi f(e) de 


liefert némlich die Summe der Residuen an den singuliren Stellen von f(z) 
in dem von © umschlossenen Bereich. Wenn nun fiir irgendeine gegen 


<fR | (fRe'?) (dp <ae fiir R> R(e). 


|&|<r, |yg|<r — und darf durch 
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Unendlich wachsende Radienfolge dies Integral einem bestimmten Grenzwert, 
z. B. der Null, zustrebt, so haben wir die Summe der Residuen berechnet. 
Auch kann man natiirlich statt der Kreise Rechtecke oder noch andere 
Kurven nehmen. Das ist der Gegenstand des nichsten Paragraphen. 


§ 3. Partialbruchreihen. 
Ich wihle als Beispiel zu den Betrachtungen des vorigen Paragraphen 


1 dé 
cos £ €—z 


und erstrecke es iiber ein Quadrat, auf 
welchem keine Pole des Integranden 
liegen. Es mwuB also den Bereich, 
auf welchen wir z beschranken, um- 
schlieBen -— das sei das Quadrat 


(nx, nx) 


keine der Stellen (2 + 1) : gehen. 


Wir wahlen das Quadrat der Fig. 56 
als Integrationsweg. Zuniichst haben 
wir alse den Grenzwert des Integrales 


fiir ~ —> oo zu _untersuchen. Es wird . ; 

sich zeigen, da er verschwindet. ©") (na, na) 
: Fig. 56. 

Offenbar wird 


ds 
1s cos £ | i< fas ites oa = cos £ | : 


Wir wollen nun zeigen, daf 


na—r,} | cos Be 
fiir n —» oo yerschwindet. Um das zu erkennen, zerlege ich das Integral 
den vier See eegurgenens in die ce ae vier Teile 

+n +n +nz 


Si cos aren a cos ( i in) hs: Se | cos ae +17) | +f ieee 


In den beiden letzten Integralen ist 
cos (nz + in) = cos (— na + 1m) 


Te ea 
und |cos (nx + in)| = : ms -. 
Daher wird . 
+nz d nn d nT 
ee eee e Van=4(h—e.™ 
| cos (nz + 7n) | ose bens 2 <4fi " ( ). 
—nnt —nn 0. 
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+nxn 
5 i 1 dn oe 
Daher ist igs nx—r,) |cos(na+in) | 
—n7mt 
i fn —it tnx 
6 : € 7€ +e é 
Ferner aber wird cos (+ inz) = ; . 
. dig Cae 
Also ist | cos (E + inz)| > : 
+nxn dé i 
: nm 
Also “wird ibs (§ t+ inz) = ent __ nn 
— 1 


und beide streben fiir.» —>» co gegen Null. Also ist wirklich 


lim Pe prs 
ewe) SCORN Cee 


= 0. 


Andererseits ist nun dieses Integral der Summe der Residuen an den, 
im Integrationsquadrat gelegenen Singularititen des Integranden gleich. Bei 


= ist das Residuum — Bei € = (2n + 1) = hingegen ist nach S. 173 


das Residuum (— 1)” sr 
0 
2 


Die Summe der zum Kreise i <a gehdrigen Residuen ist also 


ase Py Er, é 


—n-+1 


Der Grenzwert dieses Ausdruckes fiir » —» oo muB verschwinden. Dem- 
entsprechend findet man 


(1) COS & AS Rene Pre ae s 


Ee, 


Diese Reihe konvergiert in jedem endlichen Kreis der z-Ebene gleichmaBig 
in dem Sinne, daB der Rest fiir alle |z|< yr zugleich von einem gewissen 
m an unter « liegt. Das lehrte unsere Integralabschitzung. Jedes Reihen- 
glied hat nun aber an einer Stelle einen Pol. Die tibrigen Reihenglieder 
bilden aber eine auch noch in der Umgebung dieser Stelle gleichmaBig 


konvergente Reihe. Wir haben damit eine Partialbruchdarstellung des = 


gefunden. Dabei mtissen wir aber die Reihenfolge der Glieder dem Grenz- 
+n 


wert lim 2 entsprechend nehmen. DaS man auch absolut konvergente 


n-> wo 


Pirneatbrachireiiea finden kann, werden wir S. 281 ee 


oN Te 
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1 4 as 
Auch auf din; Und auf cotg 2 sind unsere Uberlegungen anwendbar. 
Wir brauchen ja nur zu bedenken, da die Voraussetzungen unseres all- 
gemeinen Satzes erfiillt sind. Zunichst will ich =; aus der Darstellung 


1 - 
von —— ableiten. 
cos Z 


‘ ‘ z 1 : 
Die Partialbruchreihe von an; Kann man ja wegen 
« 


1 1 


ate (= ‘) ~ ging 
2 
at : : F 
sofort aus der des — entnehmen. Man findet auf die eine oder die an- 
dere Weise 


(2) m= EY 


Fiir cotg z gilt die folgende Partialbruchzerlegung 
+o 


1 1 = ag 

. ! 1 

fe Mas = ee Bs. ae 
— ca 


—a 


Das erkennt man 4Ahnlich wie bei —— Zunichst ist 


+n 
1 1 *cotg fd 
cotg z= > + Besse 


 £— “0 221 ¢—z 


—2 


Dabei soll das Integral tiber das Quadrat der Fig. 57 erstreckt werden. Auf 
diesem Quadrat ist cotg € beschrinkt. Es wird ja auf den horizontalen * 


Quadratseiten: leotg £| 


ef? o—(n+ +) TOG eit An+4) a 
Ante) zy e—("+4)2 : 
<P OH) 
Dieser Ausdruck ist beschriinkt, da er 


fiir n—>» oo gegen 1 strebt. Auf den 
Vertikalen wird 


(c=+ R(6)) 


| 
=| 
| 
| 


-----~--at-------- 


Hed a8 Se ee (nt Zn 


_ [te . 
cotg E| re e! Wh e¥| Fig. 57. 
und das ist gleichfalls beschrinkt. Sei also etwa 


| cotg §| < M. 


1) Der Strich am X deutet an, daB bei der Summation der Wert x=0 beiseite 
bleibt. 
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Um hiernach einsehen zu kénnen, dab 


poe cel) 
f—z 


strebt fiir  —> oo, ist noch ein kleiner Kunstgriff nétig. Man hat namlich 


"cotgedg —- [cote £ dg foes 
J) See =: fing A OF Eas 


Nun ist aber pest = (). 
Denn die Pole des Integranden liegen bei §=nz. Fiir € = 0 ist das Resi- 
duum Null. Bei =z aber ist das Residuum — Daher ist die Summe 


der Residuen an den im Quadrat gelegenen Polen Null, da zu jedem sein 
negatives auftritt. Daf cote £d£ 

RA ey 

f(¢—2z) 
strebt fiir » —» oo, kann nun aber leicht eingesehen werden. Beschrankt 
man nimlich wieder z auf das Quadrat |x|<yr, |y|<y, so wird der Be- 
trag des Integrales kleiner als 

M-2(2n+1)% ie SM ane 
Dele] Se 


was fiir » —» oo gegen Null strebt. 


So haben wir also wirklich: 


a) pe 
1 
(3) cotg z= Myo ct ye” 


—n —o 


Zwei Bemerkungen moégen hier noch angeschlossen werden. Einmal wollen 
wir daran denken, da ja dlogsin z 
ae rare tee 


Daher findet man 2 


+0 
. ! ? 
logsine =h + loge + f dz >) soap Sh loge +>" log (1 — =) 
0 — oy 


1) Der Strich am  deutet an, daB bei der Summation der Wert x=0 beiseite 
bleibt. 

2) Will man diese Formel unmittelbar durch Residuenbetrachtungen gewinnen, so 
mu man bedenken, daB der cotgz in der oberen Halbebene im allgemeinen gleich- 
miBig gegen —7, in der unteren aber gegen +4 strebt. Uberhaupt 148t sich der 
Cauchysche Satz leicht fiir den Fall verallgemeinern, wo f (2) in verschiedenen Winkel- 
réumen gegen verschiedene Werte strebt. Der Leser wird leicht Beweis und Ergebnis 
fiir diese Falle finden. 
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und’) sin Z = eg EF (1 = “ik 


Die Integrationskonstante kann nun dadurch bestimmt werden, dai 


sein muB, daB aber lim (1 — =) =1 


ist. Daher ist e-=1. Und man hat 


(4) sine=ae J f'(1—4)=2 Pf (1-5). 


Diese Produktdarstellung des Sinus hat man als eine Verallgemeinerung 
der bekannten Zerlegung der ganzen rationalen Funktionen in Primfaktoren 
anzusehen. Daf fiir alle ganzen Funktionen derartige Zerlegungen existieren, 
werden wir 8. 287 lernen. Dann werden wir auch im Gegensatz zu den jetzt 
nur gleichmaibig konvergenten Produkten absolut konvergente finden, die 
also unabhangig von der hier einzuhaltenden Reihenfolge der Faktoren den 
sin z darstellen. 

Unsere zweite Bemerkung, die wir an die Partialbruchreihe des cotg z an- 
schlieBen wollen, bezieht sich auf die Potenzreihenentwicklung dieser Funktion. 
Da ja die Partialbruchreihe gleichmaBig konvergiert, mu es méglich sein, 
unter Verwendung des WeierstraBschen Doppelreihensatzes aus den Potenz- 
reihenentwicklungen der einzelnen Reihenglieder durch Addition die Potenz- 

-reihe des cotg z zu gewinnen. Dieser Gedanke fiihrt zu interessanten Fol- 
gerungen. Man findet ja 


1) Wir erhalten so ein unendliches Produkt. Daritiber sei nur folgendes bemerkt: 
Erhebt man eine unendliche Reihe, deren Summe also als Grenzwert der Teilsummen 
erklart ist, zur Exponentialfunktion, so erhalt man ein unendliches Produkt, dessen 
Wert also als Grenzwert derjenigen Teilprodukte erklirt ist, welche man erhalt, wenn 
man die Teilsummen der Reihe zur Exponentialfanktion erhebt. Hin unendliches Pro- 
dukt ist also dann und nur dann konvergent, wenn die Reihe der Logarithmen seiner 
Faktoren konvergiert, d.h. dann und nur dann, wenn der Limes der Teilprodukte 
existiert und von Null verschieden ist. Der Limes kann natiirlich auch einmal Null 
sein, Dann nennt man aber das Produkt eben wegen des Zusammenhanges mit den 
unendlichen Reihen nicht mehr konvergent. Nach dieser Erkliirung ist klar, wann 
das Produkt gleichmaSig konvergiert. Das ist dann der Fall, wenn der Limes der 
Teilprodukte gleichmafig existiert (und +0 ist) oder was dasselbe ist, dann, wenn 
die Reihe der Logarithmen gleichmiBig konvergiert. 
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3 


Setzt man also zur Abkiirzung 


1 1 
Dy de wet 
1 2 2 = 
so muB cotg z= — — — S,¢—— 8, 28—--- —— Sen2*”?--- 
Bee a* x 


werden. Fiir diese Koeffizienten, die also hier als Summen unendlicher Reihen 
auftreten, hatten wir aber S. 162 schon numerische Werte gefunden. Ver- 
gleicht man beide Ergebnisse miteinander, so sind wir nun in der Lage, die 
Summen S;, auszuwerten. Man findet’) 


2 9? n—1 PJ n 
6) Be te Be 
5 1 1 x” 
Also wird z. B. Aron 85 aie & me 
(6) S=1+% es es oe 
Wir et nun noch in gleicher Weise —_ und — ; behandeln. Ich 
beginne mit =) weil sich dies am unmittelbarsten an a ble z anschlieBt. 
Aus der Perueliractretie (2) findet man 
1 Te is Be = 
eee eRe ge oa YESS 


Dabei ist zur Abktirzung 
Ceili nilepbainate gesetzt, 


Zur Summation dieser Reihen brauchen wir aber nun nicht noch einmal 
auf die allgemeinen Entwicklungen von S. 162 zuriickzugehen. Vielmehr kann 
man diese Summen durch die Kotangenskoeffizienten S, und damit letzten 
Endes durch die Bernoullischen Zahlen ausdriicken. Man sieht namlich so- 


fort, daB 2 
Sen aa 2” Sen = S2n 
ist. Daher wird S37 = Ar ey bis Son = (22031) x? n is 
2 (2n)! 


Die Entwicklung von aoe beginnt also so: 
sin Zz 


1 
sing 


o+5 e+ wap te 


1) Diese und die weiter noch anzugebenden Summenformeln sind darum von be- 
sonderem Nutzen, weil die direkte numerische Berechnung der Reihensummen praktisch 


igen yite 1 
unméglich ist. Um S, z.B. auf Fos enau zu berechnen, braucht man tausend Reihenglieder. 
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1 
Nun zu cosz, Man findet zunichst aus der Partialbruchreihe (1), daB 


1 4 2t gin+2 
= 6, + — 6.— 2? wes 2 ky 
C08 Z ee - o ‘3 + 62n41 SS 5 hn ae . 
Dabei ist zur Abktirzung 6, = 1— = EE ot 
3 5” 


gesetzt. Zur Auswertung dieser Summen greift man am besten auf die all- 
gemeinen Entwicklungen von S. 161 zuriick. Man entnimmt ihnen, daB fiir n > 1 


eet aa (—1)" 
0 ry 0 ec hese 0 a 0 
sak: OS er 
int 459 2! (2m — 2)! 0 * 
Oen4t1= 7s be (—1)"_ 
2 Ss gine | eee ie | _ 0 ae 
ee 6 0 1 Oe 0 
0 0 0 0 Sarl 
iL 1 u 
So hat man z. B. a 
5 oe Eeeie. Snae 
gst 58 = 39 
1 1 5 a? 
1 ARs 55 a 3.29 
’ 1 2 5 
Also wird ae TP 


Setzt man allgemein 
Is ta CS 7 RS 
obec ap ete etka He 
an, so heiBen die H,, Eulersche Zahlen oder Sekantenkoeffizienten. Kine explizite 
Darstellung derselben wird der Leser unseren Darlegungen leicht entnehmen 


Aufgabe: 1) Man leite die Darstellung 
+o 


nach der Residuenmethode her, ; 

2) Man leite die Partialbruchreihe fiir tg 2 her. 

3) Man leite die Partialbruchreihe von — aus der von cotg z her und 
betrachte von diesem Standpunkt aus den Zusammenhang zwischen 82, und 8; p. 


§ 4. Das logarithmische Residuum. 


Im Bereiche B sei die Funktion f (2) bis auf endlichviele Pole regular. 
Sie sei nicht identisch mit Null, Setzen wir daher noch voraus, da8 sie auch 
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am Rande des Bereiches regular ist, so besitzt sie im Bereiche nur endlich- 
viele Nullstellen. © sei eine aus einem oder mehreren Teilen bestehende 
rektifizierbare Kurve, die jede Nullstelle und jeden Pol von f (z) genau ein- 
mal im positiven Sinne umlaufen mége. Dann ist 


1 {£© gz = Anzahl der Nullstellen — Anzahl der Pole in B. 
202.) f (2) 


G 
Da der Integrand die Ableitung von log f(z) ist, spricht man hier vom 
logarithmischen Residuum der Funktion f(z). Jeder Pol und jede Nullstelle 
ist nach ihrer Vielfachheit zu zihlen, d. h. also ein m-facher Pol z. B. zahlt 
als m Pole. Der Beweis ergibt sich daraus, daB nach 8.172 das Residuum 
an © der Summe der von © umschlossenen Residuen gleich ist. 
An der n-fachen Nullstelle a ist aber 
f(@) = (ea) (m+ BE —@) (+0) 
log f (2) = » log (¢ — a) + log [e, + $B (2 — a)] 


£ (og f(a) = FO =n 4+ B (2-2). 


f (2) 2—a 
Hier hat also das Residuum von o den Wert ». Am m-fachen Pol hin- 
Bre onanird f (2) = (¢ — a)—™ (Gn + B (2 — )) (Cm + 0). 
Also log f (2) = — m log (2 — a) + 8, (¢ — a). 
dlog f(z) _ f'@) _ 1 , 
Also ais as eT 4a - ooh (z — a). 


Daher wird hier das Residuum den Wert — m bekommen. 

Dieser nun bewiesene Satz ist auBerordentlich fruchtbar. Wir wollen 
eine groBe Zahl von Folgerungen ziehen. 

Zunichst werde bemerkt, daB man aus ihm aufs neue den Fundamental- 
satz der Algebra erschlieBen kann: Eine ganze rationale Funktion n-ten 
Grades hat, wie wir beweisen wollen, » Nullstellen. 

Schon auf S.152 haben wir bemerkt, daB fiir eine ganze rationale Funktion 
n-ten Grades f (2) stets a f (2) = ~w ist. Es gibt also eine Kreisperipherie K 


um den Nullpunkt als Mittelpunkt, in deren Auferem keine Nullstellen von 
f (2) aoe Daher ist das tiber diesen Kreis in positivem Sinne erstreckte 


Integral aay re dz = der Zahl der Nullstellen von f(z), wobei jede ihrer 


K 


Vielfachheit nach gezihlt wird. Andererseits wird dies Integral aber gleich n, 
weil die Funktion im unendlichfernen Punkt einen Pol n-ter Ordnung be- 
sitzt. Da namlich 
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f' (2) a Cy peers a, (n—1) a 84 0s $On—1 
f(@) 2" a, 2"—* 4... + an 


git on So ee 
= a2et6) 
f' (2) 


die Laurententwicklung von in der Umgebung des unendlichfernen 


f (2) 
Punktes ist, hat tatsichlich das Integral den angegebenen Wert n. f (z) hat 
somit wirklich » Nullstellen. 

Betrachtet man statt des aufgeschriebenen das Integral 
1 (fo 4 


int) fipjp=a ~ * 


so wird dies gleich der Anzahl der Stellen, wo f(z) den Wert a annimmt, 
vermindert um die Zahl der Stellen, wo f(z) Pole besitzt. Dabei ist wieder 
jede Stelle ihrer Vielfachheit nach zu ziahlen. 

Nun wollen wir als zweite Anwendung einen allgemeinen sehr niitzlichen 
Satz beweisen, der uns dann instand setzen wird, die Kenntnis der all- 
gemeinen Higenschaften der analytischen Funktionen um -ein betrichtliches 
zu erweitern. 

Satz von Rouché: Im Inneren und am Rande eines Bereiches B seien 
zwet Funktionen gp (2) und w (2) eindeutig und analytisch erklart. Auf dem 
Rande des Bereiches sei gy (2) + 0 und | b (2)|< | (2) |. Dann haben g (2) 
und p{z) + (z) gleichviele Nullstellen im Inneren des Bereiches. 

Man kann sich den Inhalt dieses Satzes geometrisch wie folgt ver- 
anschaulichen, Nehmen wir einmal an, wir wiiBten schon, da die Ab- 
bildungen gebietstreu sind, so bildet g (z) den Bereich B auf einen Bereich 
ab, dessen Rand um | g (z)! vom Nullpunkt absteht. Um daraus die Ab- 
bildung von (2) + y (2) zu erhalten, hat man jeden Randpunkt um | #(z) |, 
also um weniger als | g (z) |, also um weniger als seinen Abstand vom Null- 
punkt, zu verschieben. Dabei kann der Rand nicht iiber Null hinweg- 
gezogen werden, und daher liegt die Vermutung nahe, daB°der abgednderte 
Bereich noch ebensooft den Nullpunkt bedeckt. 

Um den Satz zu beweisen, mu8 man allerdings wesentlich anders vor- 
gehen. Er ergibt sich leicht aus unseren Residuenbetrachtungen. Ich fiihre 
ihn in mehreren Schritten. 

1) Da die beiden Funktionen » und wy am Bereichrande regular sind, 
so kann man um jeden Punkt desselben einen Kreis legen, in dem 
gy und w regular sind und in dem a) »=+0 und b)|¥|<|q/| gilt. 
Er enthalt also weder Nullstellen von g noch solche von p+y. Es gibt 
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weiter eine positive Zahl 9 derart, da8 man um jeden Randpunkt einen 
Kreis dieser Art legen kann, dessen Radius o iibertrifit. Denn sonst gabe 
es eine Punktfolge z, am Rande, deren zugehérige, méglichst groB gewahlte 
Kreisradien 1, fiir x —» oo gegen Null konvergierten. Diese 2, aber hatten 
am Rande einen Haufungspunkt z,,, dem ein von Null verschiedener Radius r 


. . . . . | r 
zugehdrt, Diejenigen Punkte 2, aber, die dem Kreise |z—2,|< an- 
gehéren, kénnen mit Radien > | versehen werden, wahrend doch ihre 


Maximalradien gegen Null streben sollten. 

2) Die Gesamtheit der Bereichpunkte, welche keinem dieser Kreisbereiche 
angehéren, bilden eine abgeschlossene Menge WY, der jedenfalls alle Null- 
stellen von gm und von p+¥w angehéren. Da gm und »+y in B und an 
seinem.Rande regulir sind, so besitzen sie in B nur endlichviele Null- 
stellen. Wir greifen aus M diejenigen endlichvielen Kontinua heraus, die 
Nullstellen enthalten. Zu jedem derselben konstruieren wir nach Satz III 
S. 84 einen polygonalen Bereich, der das Kontinuum enthialt, die Rander 
von B und die iibrigen Punkte von M aber ausschlieBt. Die Rander dieser 
polygonalen Bereiche verlaufen in 5, weil sie sonst keine Innenpunkte von B 
vom Rand von B trennen k6nnten. Sie verlaufen ferner ganz auBerhalb 
von M. Daher ist auf denselben sowohl p wie  regulir, und es gilt darauf 
a) po +0 und b) |#|<|q|. Durchléuft man seinen Rand so, daB dabei 
das Innere der polygonalen Bereiche zur Linken bleibt, so umlauft derselbe 
jeden Innenpunkt der polygonalen Bereiche, also auch jede Nullstelle von » 
oder von » + 7% genau einmal im positiven Sinne. 

3) Daher wird das tiber diese Polygone im eben erwa&hnten Sinne er- 


streckte Intecral ’ 
5 = Z . gfe a dz 
ur p+ 


der Anzahl der Nullstellen von py + wv in B gleich. Nun aber ist 
1 pity i‘. od d 
Fig pee ag ~ anil lot v de 


1 
= fe log p de +5— i log ( (1 + =) de. 


Setzt man nun w=i+ . 

so wird das letzte Integral gleich 
eye? 
207 w 

erstreckt tiber das durch w=1+ = 


vermittelte Bild des polygonalen Bereiches, Wegen 


sa lh alas alli, 
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aase 


gehért dieser Rand aber véllig einem mit dem Radius Eins um w = 1 ge- 
schlagenen Kreise an. Dieser enthalt also w= (0 nicht. Daher muB nach 
8.115 dies Integral 1 a 
20% J w 

verschwinden. Daher haben wir nun die Gleichung 


Sst fB any gps tan fi Pg 
227 giw 2x0 p : 


' Sie ist der analytische Ausdruck des Satzes von Rouché, den wir somit be- 


wiesen haben. 


§ 5. Der Satz von der Gebietstreue. 

Es soll hier bewiesen werden, daf eine in einem Gebiete G eindeutige 
und analytische Funktion f(z) dieses Gebiet auf ein anderes Gebiet abbildet, 
wofern man den Gebietsbegriff gentigend allgemein faBt.') Ich beginne mit 
dem einfachsten Fall dieses Satzes von der Gebietstreue: 

w= f(2)=¢,2+627+--- 
sei in der Umgebung B von z=O0 regulir und c,=/"(0) sei von Null 
verschieden. Dann gibt es, wie ich zunichst zeigen will, einen Kreis um 
w=0, der von den Werten, die f(z) in B annimmt, vollig tiberdeckt wird, 
so dap also f(z) in der Umgebung von z= 0 alle Werte aus der Umgebung 
von w=0 annimmt, sowie ferner, dap f(z) im geniigender Nahe von z=0 
keinen Wert mehr als einmal annimmt. 

Der Nachweis ergibt sich leicht aus dem Satz von Rouché. Ich bemerke 
zanichst, daB man um z=( einen Kreis K legen kann, in dem f(z) auber 
z=0 keine weitere Nullstelle hat. Auch auf seinem Rande sei f(z) + 0. 
Am Rande von K sei also etwa | f(z)| >m>0. Wegen der Stetigkeit 
von f(z) in z=0 und weil f(0) =O ist, gibt es um z= 0 einen zweiten 
Kreis K,, in dem |f(z)|<m bleibt. Sei dann @ irgendeine Zahl, deren 
absoluter Betrag m nicht iibertrifft, so lebrt der Satz von Rouché, dab 
f(2)—« in dem grofen Kreis K ebensooft verschwindet wie f(z). Da 
aber f(z) nur einmal verschwindet, nimlich bei z= 0, so ergibt sich, dah 
f(z) auch jeden Wert, dessen Betrag m nicht tibertrifft, in der Umgebung 
von ¢=0 genau einmal annimmt. Der Kreis |w|< m wird also bei der 
Abbildung von K durch f(z) ein einziges Mal voll bedeckt. , 

Wenn nun also B ein Bereich der z-Ebene ist — ein- oder mehrblattrig, 


1) Vgl. S. 68. 
Bieberbach, Funktionentheorie I 13 
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4 


aber zunichst ohne Windungspunkte — und wenn /(z) in demselben ein- 
deutig erklart ist, und wenn in keinem seiner Punkte die Ableitung f'(@) 
verschwindet, so wird dieser Bereich durch f(z) auf eine Punktmenge der 
w-Ebene abgebildet, die nach dem eben Dargelegten zu jedem ihrer Punkte 
eine volle Umgebung enthalt. Da auBerdem je zwei ihrer Punkte wieder 
durch eine stetige Kurve verbunden werden kénnen — jede stetige Kurve 
der z-Ebene geht ja in eine stetige Kurve der w-Hbene.tiber —, so ist 
die Bildmenge ein Gebiet, das gleichfalls von Windungspunkten frei ist. 
AuBerdem geht jeder gentigend kleine schlichte Bereich der z-Ebene in 
einen schlichten Bereich der w-EHbene iiber. Denn in dem -vorhin ein- 


gefiihrten Kreis K, nimmt z. B. f(z) keinen Wert mehrfach an. Damit ist 


also der Satz von der Gebietstreue bewiesen. 


Er bedarf nun noch einer Erginzung fiir die Abbildung der Umgebung - 


von Nullstellen der Ableitung. Hier erfolgt die Abbildung auf eine end- 
lichoft gewundene Umgebung des Bildpunktes. 

Mége also die Funktion f(z) in der Umgebung von z=0 eindeutig und 
regulér sem. Bei z= besitze f(z) eme n-fache Nullstelle. Dann bildet die 
Funktion f(z) eine gentigend kleine Umgebung von z=0 auf die n-fach ge- 
wundene Umgebung von w = ab. 

Sei nimlich die Funktion 

W = Ce" +--+ (C, = 0), 
so setze ich w= i", 
Dann wird t=2Vc, + Cnp18 peer, 
Durch eine der so in der Umgebung von z = 0 eindeutig und analytisch er- 
klarten Funktionen ¢(z) bilde ich die schlichte Umgebung von z = 0 auf die 
schlichte Umgebung von ¢=0 ab. Diese wird dann durch w= t” auf 
die n-blittrige Umgebung von w= 0 abgebildet. Mit den Residuenmetho- 
den hatten wir hier nur herausbekommen, daB® die Funktion w(z) in der 
Umgebung von 2=0Q jeden Wert n-mal annimmt. Das hitte aber zum 
Beweise unseres Satzes nicht ausgereicht. 

Diesen Darlegungen entnimmt man leicht die entsprechenden Tatsachen 
im Unendlichfernen und in der Umgebung von Windungspunkten. Man 
sieht auch, wie man den Bereichbegriff’ verallgemeinern mu’, wenn man 
den Satz will aussprechen kénnen, da durch eine regulire eindeutige ana- 
lytische Funktion ein Bereich wieder auf einen Bereich abgebildet wird. Er 
ist als eine zusammenhingende Punktmenge zu erkldren, die zu jedem 
ihrer Punkte eine ganze Umgebung enthilt. Unter Umgebung ist dabei 
ein schlichter oder ein um seinen Mittelpunkt »-mal gewundener Kreis zu 
verstehen. 


—— 
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Wir gewinnen damit Anschlu8 an den allgemeinen S. 68 eingefiihrten 

- Bereichbegriff. Wenn der Leser noch beachtet, was wir unter einer in 

der Umgebung einer Bereichstelle reguliren Funktion verstehen wollten — 

eine Potenzreihe, die nach ganzen positiven Potenzen des Ortsparameters 

forischreitet —, so wird er unseren Darlegungen leicht den Beweis der 

Gebietstreue analytischer Abbildungen solch allgemeinster Gebiete ent- 
nehmen. 

In engem Zusammenhang mit dem Satz von der Gebietstreue analy- 
tischer Abbildungen steht der folgende Satz, der vom Charakter der Ab- 
bildung am Rande eines Bereiches auf den Verlauf der Abbildung im In- 
neren zu schlieBen erlaubt. Der Satz, den ich in dieser Richtung beweisen 
will, lautet so: In der z-Ebene sei ein einfach zusammenhdngender Bereich B 
gegeben, dessen Rand von einer einfach geschlossenen rektifizierbaren Kurve & 
gebildet seit. Es sei bekannt, dap durch die im Bereiche und auf seinem 
Rande reguldre und beschrinkte Funktion f(z) diese Kurve auf eine einfache 
geschlossene Kurve &' einer w-Ebene abgebildet wird, welche die w-Ebene in 
zwei Gebiete, Inneres und Auferes, zerlegen mége. Dann bildet diese Funk- 
tion den Bereich B auf das schlichte Innere von G' ab. 

Da zweifellos nach dem Satz von der Gebietstreue nicht alle Bereich- 
punkte auf Punkte der Kurve ©’ abgebildet werden kénnen, so gibt es in 
einem der beiden von ©’ begrenzten Bereiche sicher Punkte, die der Bild- 
bereich bedeckt Sei a ein solcher Wert, so gibt das 

1 “(Zz 
2wi Fant 
€ 


an, wie oft er in B angenommen wird. Dies Integral ist also sicher posi- 
_tiv. Ersichtlich ist es eine stetige Funktion von a Wenn ich daher 
in seinem durch ©! bestimmten Bereich sich ‘ndern lasse, so muf das In- 
tegral dabei unveriindert bleiben, denn es besitzt ja stets einen ganzzahligen 
Wert. Mache ich aber nun die Substitution 


f(z) =», 
; 1 dw 
so geht das Integral in hs 
Cc’ 


 tiber, gibt also die Anderung von log (w —«) bei Durchlaufung der ein- 
fach geschlossenen Kurve ©’ an. Dieselbe kann aber nur + 227 oder Null 
sein (S. 78). Daher kommt hier fiir den positiven von Null verschiede- 
nen Integralwert nur 1 selbst in Betracht. Daher wird tatsichlich jeder 
: Punkt eines von ©’ begrenzten Bereiches einmal angenommen. Da aber 
; 13* 
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die mit der Regularitit verbundene Stetigkeit von f(z) keme Werte von 
beliebig groBem absoluten Betrage zuliBt, so kommt als Bildbereich tat- 
sichlich nur das Innere in Betracht, das also vom Bildbereich genau ein- 
mal bedeckt wird. 


§ 6. Die Umkehrungsfaunktion. 


Durch unsere Betrachtungen ist nun auch die Existenz analytischer 
Umkehrungsfunktionen bewiesen. Den ersten unserer Sitze kénnen wir 
mimlich auch so aussprechen: Wenn die analytische Funktion w= f(z) ber 2=0- 
verschwindet und dort eine nicht verschwindende Ableitung besitet, so besitzt 
die Gleichung w—f(2)=0 fiir jedes w aus einer gewissen Umgebung von 
w=0 genau eine Lisung aus der Umgebung von z2=(0. Man kann das 
priziser so ausdriicken: Hs gibt zwei positive Zahlen 0 und é derart, dab 
die Gleichung w — f(z) = 0 fir alle |w|< « genau eine Lésung aus |z|< 0 
besitzt. Und nun kann hinzugefiigt werden: Die so erkldrte eindeutige 
Funktion ist in der Umgebung von w= 0 analytisch. Es geniigt, die Dif- 
ferenzierbarkeit an der Stelle w=0O selbst nachzuweisen. Jede andere 
Stelle erledigt sich ebenso. Hs wird niimlich einfach 

dz singh Ae 1 we! 
O04 5 grt + 4w d 


Wenn aber W = Cyne ess 


vorgelegt ist, fiihrt man, wie vorhin, erst w=?” ein und erhilt 


é= CVG Gee Ve, eo 
Diese Gleichung bestimmt z als analytische Funktion von ¢, die man also 
nach Potenzen von ¢ entwickeln kann. So erkennt man, daB man z nach 


» 


Potenzen von ¢, d.h. von Vw entwickeln kann. 
Wie man nun aber die lésende Potenzreihe z (w) der Gleichung w = a,z 
+ a, 2” +--+ mit a, +0 wirklich finden kann, soll nun dargelegt werden. Hs ge- 
lingt durch die Methode der unbestimmten Koeffizienten. Wir wissen nimlich 
aus unseren allgemeinen Erérterungen, da es eine Potenzreihe der Form 
2=0,W + a,w?+--- 
geben mu, welche in der Umgebung von w=0 konvergiert und der 
Gleichung identisch geniigt. Doch es mu fiir diese Reihe identisch in 2 


w= A, (ew + awit ---) + a,(a,w +o,w?+---)?+... 
sein, Nun wissen wir aber aus dem WeierstraBschen Doppelreihensatz, 
daB man die rechte Seite nach Potenzen von w ordnen darf. So erhalt man 


w= aa, w + (aya, + ay 2) w? + (a, ty + Barger, Oy + asa®) w+. +, 
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Da dies identisch in w erfillt sein mu, miissen die Koeffizienten gleicher 
Potenzen von w rechts und links einander gleich sein. So ergibt sich 


‘2 2 3 
J aye ee ee Dee 
a, 7 w a 


1 

Man iibersieht deutlich, wie in jeden Koeffizienten der Reihe mit jeder fol- 
genden Potenz ein Koeffizient w, neu eintritt. So erméglicht also unser 
Verfahren die eindeutige Bestimmung der Koeffizienten. 

Nun wollen wir auf die Frage der Konvergenz noch ein wenig eingehen. 
Zwar steht durch unsere allgemeinen Betrachtungen schon fest, daB die Reihe 
in einer gewissen Umgebung von w= (0 konvergieren muf. Indessen 
bieten diese allgemeinen Betrachtungen kein Mittel, um auch nur eine un- 
gefahre Vorstellung iiber die GréBe einer solchen Umgebung zu gewinnen. 
Unser Konvergenzbeweis wird sich auf die Residuenmethoden nicht stiitzen, 
so da8 wir damit zugleich einen neuen Beweis fiir die Lésbarkeit unserer 
Gleichung gewinnen werden. Allerdings tragen die Residuenmethoden in- 
sofern weiter, als sie lehren, daB die durch die Potenzreihe dargestellte 
Lésung die einzig mdgliche ist. Die Methode, mit welcher wir die Kon- 
vergenz beweisen werden, ist die sogenannte Majorantenmethode. Die um- 
zukehrende Reihe mége in einem Kreise vom Radius f& konvergieren. 


Dann ist | a, | = wenn |f(z)|< M ist in| z|< KR. Betrachten wir nun 
neben der zu lésenden Gleichung die Gleichung 
w =|a,|¢— pe 2? — ee! ? 


so ergibt sich, daB die Koeffizienten «, kleinere absolute Betrage besitzen, 
als die Koeffizienten der Reihe, welche man bei Auflésung der Hilfs- 
gleichung nach demselben Verfahren gefunden hitte. Die Hilfsgleichung 
kann aber so geschrieben werden: 


= Hs 1 
w=|a,|4—zs2 = 


oder 2 ( a, | +5)—-w+ |a,| 2) + oR = 0. 
psd . 
Die Auflésung ergibt 


w+ja,|R+Vw+)|a,|R)?—4(\a, | R+M)|. 
‘ 2(/a,|k+ M) 


z=R 
Die Potenzreihe dieser Funktion konvergiert aber sicher, solange 
|w|<|a,|R+2y\a,/R+ 


ist. Denn fiir solche w verschwindet der Ausdruck unter der Wurzel nicht. 
Fiir solche w ist also die Lésung regular. 


., 
ie, 
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§ 7. Implizite Funktionen. 

Es sei f (w,2) eine stetige Funktion der beiden komplexen Variablen z 
und w immer dann, wenn z einem gewissen Bereich B, und w einem Be- 
reich By angehirt. z2=0 und w=0 seien Punkte dieser Rereiche und es 
sei f(0,0)=0. In diesen Bereichen ser die Funktion analytisch in 2 und 
analytisch in w. Dazu seien die beiden partiellen Ableitungen oe ’ ae stetage 
Funktion von 2 und w. Ferner sei £1 (0, 0) +0. Dann gibt es genau eime 
analytische Funktion w (2), welche fiir 2=0 verschwindet und welche der 
Gleichung in der Umgebung von z= 0 geniigt. 

Die Voraussetzungen dieses Satzes sind z. B. fiir ganze rationale Funk- 
tionen erfiillt, so daB® dieser Satz eine Anwendung auf die Lésungen solcher 
Gleichungen, das sind die algebraischen Funktionen, zulaBt. 

f(w,0) hat in einer gewissen Umgebung von w= 0 nur die eine ein- 
fache') Nullstelle w= 0. Da sich nun aber die Funktion p,(w) = f(w, 2) 
von w mit dem Parameter z stetig andert, so besitzt nach dem Satz von 
Rouché 8. 185 diese Funktion von w fiir geniigend kleine Werte des Para- 
meters z nur eine Nullstelle. Denn schligt man bei passend gewahltem 
m>0O um w=0 einen Kreis vom Radius o(m), auf dem |f(w,0)| > m 
sei und in dem f(w,0) nur eine Nullstelle hat, so kann man eine Funk- 
tion d(m) so bestimmen, daB auf diesem Kreise | w| = 9(m) fiir | z| < 0 (m) 
see ‘f (w, #) — Fw, 0)|<m 
- bleibt. Daher hat die Funktion 

p(w) = fw, 2) = f(w, 0) + (F (w, 2) — fw, 0)) 
in diesem Kreise ebensoviele Nullstellen wie f(w,0), also eine. Also ge- 
hort zu jedem solchen |z|<0(m) eine einzige Lésung der Gleichung 
f(w, 2) = 0, fiir die |w| < 9(m) ist. Diese Lésung ist also eine eindeutige 
Funktion. Diese ist aber. auch analytisch. 

Auch dieser Nachweis wird am besten mit der Residuenmethode er- 
bracht. - Sie liefert uns auch zugleich die Potenzreihenentwicklung der 
Lésung. 

Es ist namlich fiir jedes |w} = und |z|<@ die Funktion f(w, 2) von 
Null verschieden.. Daher ist hier-d.h. fiir lwl=o,|4;<0 


7) 
w 5 Ww, 2) 


Fonay 9M 4) 


meter ct: ies thy 6 
1) Sie ist einfach, weil es (0, 0) += 0 ist. 
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eine regular analytische Funktion von z. Daher wird auch das Integral 


1 
ax p(w, 2) aw 


erstreckt tiber den Kreis |w|=o eine fiir |z| <0 regulire analytische 
Funktion von z. (S.170.) Diese Funktion ist aber gerade unsere Lisung 
w(z). Das lehrt die Behandlung dieses Integrales nach der Residuen- 
methode. Hs ist namlich weiter nichts als das Residuum des Integranden 
im Kreise |w|< 9. In diesem Kreise hat aber bei gegebenem ¢ der Inte- 
grand eine einzige Singularitit, namlich einen einfachen Pol an der zu 
diesem 2 Bebosigen Nullstelle w(z) des Nenners.. Das Residuum von 


= og f == aber ist nach 8. 184 Kins, weil die Nullstelle von f(w, 2) 


einfach ist. Daher wird das Residuum’) (Koeffizient der — 1-ten Potenz in 
der Laurententwicklung) von  (w, z) gerade w(z). Daher wird also 


(1) wz) = pele raf 9%, 2) dw, 


wobei das Integral im positiven Sinne iiber |w|=o zu erstrecken ist. 
Demnach ist w (z) eine fiir |z|< 0 regulire analytische Funktion, welche 
fiir z=0 verschwindet. Die gefundene Integraldarstellung erlaubt, auch 
die Koeffizienten ihrer Potenzreihenentwicklung anzugeben. Damit erhalten 
wir zugleich noch einen weiteren Beweis fiir den analytischen Charakter 
der Lésung. Wir haben weiter nichts zu tun, als den Integranden nach 
Potenzen von 2 zu entwickeln und dann nach w zu integrieren. Nun wird 


p(w, z)= =a Re p(s 6) a6 


21 &—z 
|¢|=0 
1 z 4 a3 
Da aber ot of falar Sead) Me ist, 
nase p(w, £) p(w, $) 
so wird g(w, 2) soa ate dite ai ad dt - 
\¢j=d =e. 
; ml (errs) sig 9,6) 
a id mae dE + ant 2 page 6. 
= |¢|=d 
1 dg ’ 
Setzt man nun aa ass P (w, Erb aa ae, 


[Sj=0 


1) Wir kénnen die Produktregel von S. 173 anwenden, weil sich S. 184 zeigte, dab 
die logarithmische Ableitung einer regularen Funktion nur einen Pol erster Ordnung 
besitzt. 
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n+1 ode 
so hat man p(w, 2) =A, +A,2+---+Ane"+ ae poets. 


24 


Tragt man dies in (1) ein, so findet man 


Sgt? p(w, Sag 
0 2) ==" Bae Byz+---+ Be sare he oare 
|w\ =o (Sh a) 


(2) Hier ist B, =~ al ; 2 (w, 0) dw gesetzt. 
mi.) x! 


B, ist also das Residuum von a an der Stelle w—0. Das Restintegral 


Z n+1 
aber wird kleiner als 9-0-M>—— = e 


, wenn wir unter M das Maxi- 
mum des Integranden fiir | €| = 0 und |w|= 0 verstehen. Fiir jedes | z|<0 


strebt also dieser Rest mit ~ gegen Null. 
Also wird schlieBlich die Auflésung von f(w, 2) = 0: 
w(2)= B+ Bet: 


wobei die B, die Ausdriicke (2) sind. 

Damit haben wir die Betrachtungen iiber die Dedeohumestaniee im 
vorigen Paragraphen~ wesentlich verallgemeinert und zugleich noch eine 
neue Herleitung der dort gefundenen Resultate gewonnen. 


Die hier angestellten Uberlegungen erlauben es nun aber auch, den 
Fall zu behandeln, wo die Gleichung f(w,z) = 0 fiir ¢=0 eine mehrfache 


Wurzel hat, wo also die Ableitung AE (wo, 0) verschwindet. Das fiihrt zum 


sogenannten Weierstrafschen Vorbereitungssatz, dessen wesentlicher Inhalt 
sich allerdings schon bei Cauchy findet: 

Die Funktion. f(w, 2) sei fiir \z|< R und fiir |\w\< P stetig in w und 
z und sie sei eime analytische Funktion von z und von w. Es sei f(0,0) = 0. 
Ferner habe die Gleichung f(w,0) bei w=0 eine genau n-fache Nullstelle. 
Dann gibt es zwei Zahlen 0d und oe, so dap fiir |z|\< 0 die Gleichung 
f(w,2)=0 genau n Wurzeln w,, W,,--- wn hat, fiir welche |w,|<@ ist. 
Diese Wurzeln geniigen einer algebraischen Gleichung n-ten Grades 
w+ Ay(z)w"—1*+---+ A,(z) =0 mit Koeffizienten, welche fiir | z|< 0 
analytisch sind. Dementsprechend sind die Lésungen an allen von 0 ver- 
schiedenen Stellen des Kreises |z|< 0 reguldre analytische Funktionen, welche 
nur bei z= 0 Verzweigungen aufweisen kinnen. 

Die Gleichung f(w,0)=0 habe also eine n-fache Nullstelle w= 0. 
Wir wihlen ein passendes m>0Q und bestimmen eine Kreisperipherie 


'w|=g, auf welcher | f(w,0)|>m>0 sei. Alsdann bestimmen wir eine 
s 
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Zahl 0, so daB | f(w, 2) — f(w, 0)|<m fiir |w|=@ und |z'< 0. Das geht 
wegen der Stetigkeit der Funktion f(w,z). Dann hat nach dem Satz 
von Rouché 8. 185 die Funktion p,(w) = f(w,2) = f(w,0) + { f(w, 2) — f(w, 0)} 
fir |z|<0 ebensoviele Nullstellen im Kreise |w|<o, wie die Funktion 
f(w,0), also genau m. Die Nullstellen seien w,,---w,. Dann betrachte ich 
das Integral 
1 d ¥ 

oh, fe" Jp 108 fw, 2)dw. 

|w|=e@ 

Darin sei x eine ganze positive Zahl. Es stellt eine fiir | z|< 0 analytische 
Funktion dar. Andererseits ist es aber gleich der Summe der Residuen des 
Integranden im Kreise |w|< 9. Hier hat aber der Integrand » Pole an den 
nm Nullstellen des Nenners. Dementsprechend wird wie vorhin das Residuum, 
wit wy+---+ wx eine analytische Funktion von z fiir |z|< 6. In die- 
sem Kreise sind also die Potenzsummen der Wurzeln w,---w, regulire 
Funktionen von z. Demnach sind auch die elementarsymmetrischen Funk- 
tionen der Wurzeln, welche ja nach den Regeln der Algebra ganze ratio- 
nale Funktionen der Potenzsummen sind, fiir |z|< 0 regulir analytisch. 
Demnach genitigen die » Wurzeln w,---w, einer algebraischen Gleichung 
n-ten Grades . 
O(w, 2) =w, + A,(z)w"—1+---+ A, (2) = 0, 

deren Koeffizienten gerade diese elementarsymmetrischen Funktionen sind. 
Damit ist schon der erste Teil unseres Satzes bewiesen. Wir haben nur 
noch zu bemerken, daB die Entwicklung unseres Integrales nach Potenzen 
yon Z wie vorhin geleistet werden kann, und daf man so auch die expli- 
zite Darstellung der Keeffizienten unserer Gleichung gewinnen kann. 

Der zweite Teil unseres Satzes bezieht sich auf die Wurzeln einer 
solchen Gleichung -ten Grades. Es soll bewiesen werden, daf diese an 
jeder von z=() verschiedenen Stelle einer gewissen Umgebung von z= 0 
regulaére analytische Funktionen sind. Dies ist ohne weiteres klar an jeder 
Stelle z, an welcher die » Wurzeln der Gleichung ®(w,7)=0 vonein- | 
ander verschieden sind. Denn dann ergibt es sich aus dem ersten Satze 
dieses Paragraphen. Wenn sich also um die Stelle = 0 ein Kreis|z|=0 
legen 1aBt, in welchem die m Wurzeln der Gleichung O(w,z) = 0 aufer bei 
z=0 voneinander verschieden sind, so ist unser Satz bewiesen. Wenn 
es aber keinen solchen Kreis gibt, so treten fiir beliebig kleine von Null 
verschiedene z mehrfache Wurzeln unserer Gleichung auf. Also haben fiir 


2 O® : 
gewisse beliebig kleine z die beiden Gleichungen ®(w, z) =0 und ~ (w, z= 9 
gemeinsame Wurzeln. Eliminiert man nun aus diesen beiden Gleichungen 
nach den Regeln der Algebra w, so ergibt sich eine in der Umgebung von 
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z =0 regulare analytische Funktion von z.!) Diese verschwindet an allen 
den Stellen, wo die Gleichung ®(w, 2) = 0 mehrfache Wurzeln hat. Wir 
nehmen aber an, da es beliebig, kleine solche z-Werte gebe. Daher muf 
diese regulire Funktion — die Diskriminante unserer Gleichung — in 
einer gewissen Umgebung von z=0 identisch verschwinden. Ls gibt 
daher in einer gewissen Umgebung von z = 0 fiir alle z mehrfache Wurzeln. 
Um sie zu berechnen, hat man nur den gréften gemeinsamen Teiler der 
beiden ganzen rationalen Funktionen von w, naimlich ®(w,7z)=0 und 
. SS (w, 2) = 0 mu berechnen und mit ihm die gleichen Uberlegungen 
wie mit ® selbst anzustellen. Sei der gréBte gemeinsame Teiler etwa J, 
dann schreiben wir © = 4:4, und betrachten nun die beiden Faktoren 
erneut daraufhin, ob sie mehrfache Wurzeln haben. Ist dies der Fall, so 
zerlegen wir sie erneut, bis wir nur noch Faktoren gefunden haben, die in 
der Umgebung von z=0 lauter einfache Wurzeln besitzen. Nach dem 
ersten Satze dieses Paragraphen sind diese daher in der Umgebung von 
z=(, auBer etwa bei z= 0 selbst, regulire analytische Funktionen. Denn 
an jeder von z=0 verschiedenen Stelle sind nun die Voraussetzungen des 
ersten Satzes erfiillt. Bei z= 0 selbst kénnen also diese Funktionen sin- 
gular sein. Sie sind aber jedenfalls in der Umgebung von 2=0 be- 
schrénkt und daraus wird sich 8. 224 ergeben, daB eine derartige Funk- 
tion nur solche Singularitéten haben kann, welche wir dann algebraische 
Verzweigungspunkte nennen werden. 

In einem ziemlich allgemeinen Fall kann man die Rechnung explizite 
durchfiihren. Es handele sich um die Auflésung von 


w —zf(w)=0 


nach w. /(w) sei dabei eine in der Umgebung von w = 0) regulire Funk- 
tion. f(w, 2) ist also hier w— zf(w). Also wird f(w,0)=w. Man kann 
also irgendeinen Kreis |w|= 9 wihlen; auf ihm ist stets f(w, 0) von 
Null verschieden. Er ist in seiner GréBe nur durch die Bedingung ein- 
geschrankt, daB in und auf ihm f(w) regular sein mu8. Dann hat man 0 


so zu bestimmen, daB ee <1 fir |z|<0d und |w|=o. Dann besitzt 


1) Diese Funktion ist ja weiter nichts als die Diskriminante unserer Gleichung. 
Sie ist daher eine ganze rationale Funktion der Potenzsummen, nimlich die bekannte 


SO a leon 


Determinante | und daher wie die Potenzsummen reguliir. 


& 


Sim--1 m 59m—2 
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fir [2 <0 die Gleichung w— zf(w)=0 genau eine Lésung |w|< . 


Man hat also nun zunichst . 
a — 2f’ (w) 
PAM) = 0 aia) 


nach Potenzen von ¢ zu entwickeln. Dann findet man fiir die oben A, 
genannte Funktion (Koeffizient von 2”): 


A= ("7 (w) (MY fir» > 1 und Ay = 1. 


Der Koeffizient B, unserer Lésung wird nun das Residuum von A, an der 
Stelle w = 0. Um dies zu finden, hat man den Koeffizienten der — 1-ten Po- 
tenz in der Laurententwicklung von A, zu bestimmen. Dazu braucht man 
einmal den Koeffizienten der (x — 1)-Potenz in der Potenzreihenentwicklung 


von (f(w))*. Der wird tes 
we (f(w))*. 


Ferner benétigt man den Koeffizienten der (x — 2)-ten Potenz in der 
endl ggiie von f'(w)(f(w))*—1. Der wird 


Ff w)-Foy y= 2 (wy 


Paes see 


1 


(x —1)! 


So hat man B, = 1 (fw))/, 9 far x = 1 und B, == (); 
Ww : 


Die Reihe w =>? B,z” lést also die Gleichung w—zf(w)=0. Man 
1 


nennt sie die Reihe von Lagrange. 

Zur Bestimmung einer unteren Schranke fiir den Konvergenzradius 
geben unsere Darlegungen die folgenden Mittel an die Hand. Man wihle 
_ gunichst irgendeine Zahl 9 so, daB f(w) fiir |w|<@ regular ist. Alsdann 
bestimme man 6 so, daB fiir |z|< 0 und |w|= 9 stets 

| w | 
bleibt. Dies 6 ist also durch 9 bestimmt, und man wird nun 9 80 zu 
wihlen suchen, daB 6 mdglichst groB genommen werden darf. 

Wir wollen ein Beispiel, namlich die Auflésung der Keplerschen Gleichung 

€=a-+ asin § : 
fiir reelle a behandeln. 

Um ihr die vorausgesetzte Form zu geben, setze ich 


f§—a=w 


und habe also w =z sin (w +a) 
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aufzul6sen. “Fir z=0 wird w=0 oder =a eine einfache Wurzel. Also 


findet man als Lésung 
1 dsin’?a 1 d’sin‘°a 
pape 2 ef i a ale pteremase te 5 
f=a+zsna-+ eo —aa os dat eis 


Um den Konvergenzkreis zu bestimmen, haben wir den Quotienten 
zsin(w+a)_ zsing 
Ww ea 
zu untersuchen. Die Reihe konvergiert, sobald dieser Quotient einen Betrag 
kleiner als Eins besitzt. Ich setze €— a = re‘? und habe festzustellen, wann 
a7 9) sin ( 4+ re?) 
(1) |2|? sin (a+re a sinfa-+ r = 


bleibt. Nun wird 


| sin (a + r cos » + ir sin ~) |? = cos? (tr sin p) — cos® (a + r cos pp) 


# pone ened 


2 
5 } — cos* (a +r cos @) 


r —ry\2 
Ce: 


Der Quotient (1) ist also sicher dann kleiner als Eins, wenn 


e” Bay es 
3 coer porseerie 
ist. Die Reihe konvergiert also fiir (2 < ae und stellt dann eine 
é é 


Wurzel € der Keplerschen Gleichung dar, fiir welche |€|<~r ist. Diese 
Uberlegung gilt fiir beliebige positive 7 Um also eine numerische Ab- 


schiitzung des Konvergenzradius der Reihe zu erhalten, wird man nach 
2r 


Gae r 


dem gréBtméglichen Wert von fragen. Um das Maximum dieses 
e 


Ausdruckes zu bestimmen, hat man seine Ableitung Null zu setzen. Das 
liefert: 3 (ete) —r(e—e-") =0- 
oder gr eye CL ne 


Man erkennt leicht, daB diese Gleichung eine Wurzel zwischen Eins und 
Zwei hat. Die genauere Rechnung liefert 


r= 1,19967--. 
und dazu gehort ljel< a ae 0,66274---. 
e +e” 


Das ist also eine untere Schranke fiir den Konvergenzradius. 
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a aia oR 


Achter Abschnitt. 
Analytische Fortsetzung. 


§ 1. Begriff der analytischen Fortsetzung. 

Wir kniipfen an 8.137 an. Dort haben wir festgestellt, daB eine in 
einem Bereiche analytische Funktion véllig bestimmt ist, wenn man ihre 
Werte an unendlichyielen Stellen kennt, welche im Bereiche einen Haiufungs- 
punkt besitzen. Namentlich also ist sie véllig bestimmt, wenn man sie in 
einem Teilbereich kennt. Wie aber ist es méglich, sie dann in den tibrigen 
Punkten von B tatsichlich zu berechnen? 

Auch dafiir haben wir schon in einem speziellen Fall Belege. 8S. 137 
haben wir gezeigt, daB eine im Bereiche analytische Funktion im ganzen 
Bereiche verschwindet, wenn sie in einem Teilbereich Null ist. Zum Be- 
weise haben wir uns einer Methode bedient, die von gréBerer Tragweite 
ist, als es damals schien. Wir miissen sie nur den veranderten Verhilt- 
nissen anpassen. 

Es sei etwa die Potenzreihenentwicklung um den Punkt a bekannt. Sie 
konvergiert im gréBten um a geschlagenen Kreis, welcher in B Platz hat. 
Sei nun b ein weiterer von a verschiedener Punkt aus diesem Konvergenz- 
kreis. Dann laBt sich f(z) auch nach Potenzen von z— b entwickeln. Die 
Koeffizienten dieser Entwicklung aber kann man berechnen, wenn man 
$8 (¢—a) kennt. Denn es sind ja im wesentlichen die Werte der Ableitungen 
dieser Funktion an der Stelle 6. Diese Entwicklung aber konvergiert nun 
gleichfalls im gréSten um 6 geschlagenen 
Kreis, welcher in B Platz hat. Dieser Kreis 
aber wird, wie die Fig. 58 zeigt, im all- 
gemeinen tiber den ersten hinausgreifen. 
Damit ist es dann tatsiichlich gelungen, die 
Funktion wenigstens teilweise auferhalb des 
ersten Kreises zu berechnen, auch wenn ihre 
Werte vorerst nur im ersten Kreise bekannt 
waren. So kann man weiterfahren und in immer neuen Gebieten die Funktion 
berechnen. In endlichvielen Schritten kann man so nach jedem vorgegebenen 
Punkt P des Bereiches B gelangen. Um das einzusehen, haben wir nur P 
mit a durch eine Kurve zu verbinden, welche ganz in B verliuft. d sei ihr 
Abstand vom Bereichrand. Um jeden Punkt derselben kann man also einen 
Kreis vom Radius d schlagen, welcher ganz dem Bereiche B angehért. Hs 
kommt nun darauf an, einzusehen, daS man unter diesen Kreisen endlich- — 


Fig, 58. 
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viele herausgreifen kann, welche eine Kette bilden, die a mit P verbindet. 
Unter einer Kette von Kreisen K,, K,,--- Kn werden dabei Kreise verstanden, 
die dadurch ineinandergreifen, daB der Mittelpunkt von K; dem Inneren 
von K,;_; angehdrt. Wir sagen, die Kette verbinde P mit a, wenn a dem 
ersten und P dem letzten Kreise der Kette angehért. Kennt man die Ent- 
wicklung von f(z) im Kreise K;_;, so kennt man sie auch in AK; Wenn 
man also eine solche Kette von Kreisen bestimmen kann, so ist man in 
der Lage, aus der Entwicklung um a tatsiachlich die um P zu bestimmen, 
wenigstens theoretisch. Um aber eine Kette zu finden, betrachte ich die Gleichung 
¢=2(t) der Verbindungskurve. Der Parameter ¢ mége etwa von a@ bis p 
laufen, wenn z die Kurve von a bis P beschreibt. Wegen der Stetigkeit 
dieser Funktion gibt es eine Zahl D von der Art, daB zwei Punkte 2, und 


ds : ; 
é, der Kurve, deren Entfernung |z,— | > ist, eine Parameterdifferenz 


|t, —t,| > D besitzen, wo auch 4, und 4 auf der Kurve liegen mégen. 
Gibe es nimlich bei gegebenem d beliebig kleine Parameterdifferenzen, so 
wire das ein Widerspruch gegen die gleichmaBige Stetigkeit von z(¢). Wenn 
wir dies bedenken, kénnen wir nun leicht unsere Kreiskette konstruieren. 
Wir beginnen mit dem Kreise um a. In ihm bestimme ich einen Punkt 


d .. ~ j 
der Kurve 2,, dessen-Entfernung von a @ libertreffen mége, aber sonst be- 


lebig gewahlt sei. Alsdann bestimmen wir die Entwicklung $$ (z¢— 2,) der 
Funktion und bestimmen in ihrem Konvergenzkreis einen Punkt 2 mit 
groBerem Parameter ¢, so daB seine Entfernung von z, wieder mindestens 


d . ; : = . 
3 ist. Dann berechnen wir (2 — 4). So weiterfahrend miissen wir nach 


endlichvielen Schritten einen Kreis erhalten, welcher P enthalt, denn nach 
n-Schritten haben wir ja einen Punkt z, als Mittelpunkt gefunden, dessen 
Parameterwert mindestens «+ nD betrigt. Das ist aber nur so lange 
kleiner als p, als n <~—®) _ my ist, Also hochstens [m] Schritte sind 
auszuftihren. So kann man also in ganz B die Funktion f(2) berechnen, 
falls nur eine Potenzreihenentwicklung derselben gegeben ist. 

Aber nun kann es eintreten, daB die benutzten Entwicklungen zum Teil 
in Kreisen konvergieren, die tiber B hinausreichen. Wire z. B. der Ausgangs- 
bereich B mit dem ersten Kreise identisch gewesen, so hiitten wir nichts- 
destoweniger alle eben bestimmten Entwicklungen auch berechnen kénnen, 
und wir hitten damit eine Funktion gefunden, die in einem B umfassenden 
Bereich analytisch gewesen wire, in B aber mit der gegebenen iiberein- 
stimmt. Ist es also méglich, in einem B umfassenden Bereiche eine ana- 
lytische Funktion F(z) anzugeben, welche in B selbst mit f(z) tber- 
einstimmt, so nennt man F(z) eine analytische Fortsetewng der gegebenen 
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Funktion. Der beschriebene ProzeB enthilt gleichzeitig das theorelen 
wichtigste Verfahren zur Ausfithrung derartiger Fortsetzungen. Die ein- 


zelnen, durch Potenzreihen dargestellten, also in Kreisen erkliirten Funktionen 


nennt man Funktionselemente. Man sagt, ein Element E, gehe durch 
unmittelbare Fortsetzung aus dem Element E hervor, wenn der Mittelpunkt 
e; des Elementes E, dem Konvergenzkreis von EH angehért und wenn 
PB ~@—e,) durch Entwicklung von B(z—e) nach Potenzen von ee, 
erhalten wird. Man sagt, die Elemente F,, E,, ++: E, bildeten eine Kette, 
wenn jedes H, aus dem vorhergehenden dis durch suninittelbee Fortsetzung 
entsteht. Man sagt dann auch, die Kette verbinde E, mit E, oder E,, 
kénne durch Fortsetzung von E, gewonnen werden. 
“Nun besteht der folgende leicht zu beweisende Satz: 

Wenn es eine Kette gibt, die F mit E verbindet, so gibt es auch eine 
Kette, die E mit F verbindet. Man kann also auch EF durch Fortsetzung 
von F' gewinnen. Es ist offenbar nur nétig, den Satz fiir eine zweigliedrige 
Kette zu beweisen. Hier bilden aber die beiden Konvergenzkreise einen 
Bereich B und die beiden Elemente erkliren eine in B analytische Funktion. 
Vorhin aber haben wir schon gezeigt, daB man jedes Element dieser Funktion 
mit jedem anderen verbinden kann. Wir verbanden ja vorhin das Element 
vom Mittelpunkt P mit dem Element vom Mittelpunkt a. 

Unter einer analytischen Funktion versteht man nun mit Weierstrap die 
Gesamtheit der Elemente, welche man aus einem derselben durch analytische 
Fortsetzung erhalten kann. Die Funktion ist durch jedes ihrer Elemente be- 
stemmt. 

Auf den ersten Blick mag’ hier eine Abweichung vom Dirichletschen 
Funktionsbegriff auffallen. DaB dieser Unterschied aber nur scheinbar ist, 
wird sofort deutlich, wenn man bedenkt, daB ja die einzelnen Funktions- 
elemente ihren z-Werten w-Werte zuordnen. Hs sollen aber — das besagt 
die Definition — nicht beliebige solche Elemente zu einer _,,analytischen 
Funktion im GroBen“ vereinigt werden, sondern nur solche, welche durch 
Fortsetzung auseinander hervorgehen. 

Der Leser halte sich auch klar vor Augen, da wir seither den Begriff 
,analytische Funktion“ noch gar nicht erklirt hatten, sondern nur den Be- 
griff in einem gegebenen Bereich analytische Funktion“. Seither war also 
in einem gegebenen Bereich eine Funktion erklirt und wir definierten, wann 
sie in diesem Bereich d.h. an jeder Stelle dieses Bereiches analytisch heifen 
soll. Jetzt ist von einem gegebenen Bereich nicht die Rede. 

Ich will noch feststellen, daB der Konvergenzradius der Hinnkotieeleteete 
eine stetige Funktion des Entwicklungsmittelpunktes ist. Sei also $(z — a) 
ein Funktionselement. Wenn sein Konvergenzradius r(a) unendlich sein 
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sollte, so ist auch der Konvergenzradius aller aus ihm durch Fortsetzung 
entstehenden Elemente unendlich. Wenn aber der Konvergenzradius r (a) 
endlich ist und man 6 als neues Entwicklungszentrum wihlt, so konvergiert 
das Element 8 (z — 0) mindestens in einem um b mit dem Radius r(a)— b—a) 
geschlagenen Kreise. Wahlt man aber nun 6 um weniger als den halben Radius 
r(a) von a entfernt, so ist jedes der beiden Elemente eine unmittelbare Fort- 
setzung des anderen. Denn jeder der beiden Konvergenzkreise enthalt dann 
den Mittelpunkt des anderen. Hs ist sofort klar, dab 7(b) nicht gréBer als 
r(a) +|a—b| sein kann. Denn dann wire der alte Konvergenzkreis ganz 
im neuen enthalten, wahrend er doch nicht kleiner sein kann als der gréfkte 
Kreis, der in ihm Platz hat. Ferner aber ist, wie eben wieder benutzt 
wurde, sicher r(b) >r(a) —|a—b|. Daher wird — a —b| <r(b)—-r(@< 
|a—b|. Daher ist |r(b)—r(a)|<|a—b|. Daher ist r eine stetige 
Funktion des Entwicklungsmittelpunktes. Man kann den Konvergenzradius 
des Elementes $3(z2—a) den Regularitdtsradius der Stelle =a nennen. 
Denn es ist der Radius des gréften um z = a@ geschlagenen Kreises, in dem 
die durch %(z— a) definierte Funktion regulir ist. Analog kann man den 
Rationalitdtsradius der Stelle z=a als den Radius des gréften um z = a 
geschlagenen Kreises-erkliren, in dem die durch eine Laurentreihe L(z¢— a) mit 
endlichvielen negativen Potenzen erklirte Funktion von rationalem Charakter 
ist. Durch ganz analoge Scbliisse, die der Leser selbst durchdenken mége, 
erkennt man, daf auch der Rationalitiitsradius eine stetige Funktion des Ortes 
ist, wofern er nicht unendlich wird. Dann aber ist er durchweg unendlich. 

Nun sei © eine stetige Kurve, die a mit P verbinde. Auf der Kurve 
mégen die Mittelpunkte einer Folge von Elementen liegen. Die Elemente 
modgen in dem Sinne durch Fortsetzung auseinander hervorgehen, dab je 
zwei derselben, deren Mittelpunkte hinreichend wenig voneinander verschieden — 
sind, durch unmittelbare Fortsetzung auseinander hervorgehen. Wenn dies 
der Fall ist, sagen wir, wir hitten die Funktion ldngs der Kurve von a 
nach P fortgesetat. Die Konvergenzradien der Elemente hingen stetig vom 
Kurvenparameter ab. Sie besitzen daher ein positives Minimum. Das sei d. 
Man kann nun aus diesen Kreisen eine Kette von Kreisen herausgreifen, 
welche dieselbe Fortsetzung vom selben Anfangselement zum selben End- 
element leisten. Das entnimmt man ohne weiteres der oben schon einmal 
angewandten SchluBweise, weil man nimlich mit jedem Schritt mindestens 
die dort angegebene Parameterspanne zurticklegt. Die Mittelpunkte der 
Kreise dieser Kette sind die Ecken eines gewissen Polygones. Man sieht, 
daB die Fortsetzung lings der Kurve gleichbedeutend ist mit der Fortsetzung 


lings des Polygones. Denn jede Polygonseite liegt ganz im Inneren eines 
der Kreise der Kette. 
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eee Betinehnagen geben uns nun die Méglichkeit, ¢ einen i sehenen von 
Poincaré und Volterra herriihrenden Satz zu beweisen. Er lautet: Eine 
jede analytische Funktion ist abzihlbar vieldeutig. Mit anderen Worten: Die 
verschiedenen Funktionswerte, welche eine analytische Funktion f(z) einem 
Argumentwert z zuordnet, bilden eine abzihlbare Menge. Oder noch 
anders ausgesprochen: Wenn man ein gegebenes Funktionselement (¢ — a) 
auf allen méglichen Wegen nach ein und demselben Punkt b hin fortsetzt, 
so erhalt man in diesem Punkte eine Menge von Funktionselementen 
$(2—b), die eine abzihlbare Menge bilden. ° 

Der Beweisgriinde sind zweierlei. 1. haben wir gesehen, da8 man jede 
Fortsetzung von $(z—a) nach einem $(z—b) durch eine Kette von 
endlichvielen Funktionselementen gewinnen kann. 2. bilden die Punkte 
2=2-+7y mit rationalen Koordinaten (a, y) eine abzihlbare Menge. Wir 
werden nun feststellen, da& man jede endliche Kette durch eine andere er- 
setzen kann, deren Zwischenglieder rationale Mittelpunkte haben. Zwischen- 
glieder, d. h. alle Glieder mit Ausnahme des ersten und des letzten. Denn 
die Mittelpunkte a und 6 sind ja gegeben. Wenn aber a, aj, d,, +++ Qn, 0 
die in natiirlicher Reihenfolge notierten Glieder einer gegebenen Kette 
sind, so wahle man einen rationalen Punkt a, so nahe an a,, daB® a, noch 
dem Konyergenzkreis von $$(z — a) angehért, und da der Konvergenzkreis 
des durch unmittelbare Fortsetzung von %8(z—a,) erhaltenen Elementes 
B(z—«,) noch den Punkt a, enthalt. Das ist méglich, weil wir varhin 
sahen, daB die Klementradien stetige Funktionen des Hlementmittelpunktes 
sind. Das so hestimmte Element ‘8(z—a,) ist nun auch unmittelbare 
Fortsetzung von $(z — a), weil $(z¢—a,) und %8(z — a) in dem ihren Kon- 
vergenzkreisen gemeinsamen Gebiet iibereinstimmen, und 23(z —- a) ist auch 
unmittelbare Fortsetzung von $3(z— a,), weil 8(z—o,) und $(¢ — a,) in 
dem gemeinsamen Teil ihrer Konvergenzkreise iibereinstimmen. Daher 
darf das Kettenglied $}(z — a,) durch das Element [(z—a,) mit rationalem 
Mittelpunkt ersetzt werden. Ist das geschehen, so tun wir das gleiche mit 
%(z—a,). So fortfahrend ersetzen wir alle Zwischenglieder der Kette durch 
Elemente mit rationalem Mittelpunkt. 

Nun schlieBe ich weiter: Es gibt nur abzihlbar viele Pitre rationale 
Ketten, die 3(z2— a) mit einem 8(z—b) verbinden. Denn eine solche 
rationale Kette ist durch einen Komplex endlichvieler, rationaler komplexen 
Zahlen ,, %»,---@, gegeben, Die Anzahl m kann natiirlich von Komplex 
zu Komplex sich iindern. Ordne ich die Komplexe nach ihrer Gliederzahl 
n, so sind das abzahlbar viele Méglichkeiten. Betrachte ich alle Komplexe 
mit fester Gliederzahl, so gibt es abzihlbar viele Méglichkeiten ftir die 
erste, fiir die zweite usw. Koordinate. Da aber bekanntlich eine abzihl- 
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bare Menge von abzahlbaren Mengen selbst abzihlbar ist, so gibt es tat- 
siichlich nur abzaihlbar viele rationale Ketten. Da aber durch eine jede 
Kette das Endelement bestimmt ist, so gibt es ftir dasselbe nur abzahlbar 
viele Méglichkeiten. Damit ist der Satz von Poincaré und Volterra be- 
wiesen. 

Ich beweise nun weiter den folgenden Satz. Es gibt Ketten mit ab- 
zihlbar vielen Gliedern von der Eigenschaft, daB ein jedes Element der Funk- 
tion durch unmittelbare Fortsetzung eines Kettengliedes erhalten werden kann. 

Zum Beweise bemerke ich zunichst, daf jedes Element aus einem 
anderen mit rationalem Mittelpunkt durch unmittelbare Fortsetzung er- 
halten werden kann. Da es nun aber nur abzihlbar viele rationale Punkte 
gibt und da zu jedem nach dem vorigen Satz nur abzihlbar viele Elemente 
gehéren, so gibt es in einer Funktion nur abzaihlbar viele Elemente mit 
rationalen Koordinaten. Aus ihnen 148t sich jedes andere durch unmittel- 
bare Fortsetzung erhalten. Nunmehr bringe ich die abzihlbar vielen Ele- 
mente in irgendeine abgezihlte Reihenfolge und verbinde je zwei aufein- 
anderfolgende durch irgendwelche endlichviele Zwischenglieder zu einer 
Kette. So erhalte ich eine einzige Kette, die unter anderem auch alle 
Elemente mit rationalen Mittelpunkten als Glieder enthilt, und aus deren 
Gliedern sich also alle Elemente der Funktion durch unmittelbare Fort- 
setzung gewinnen lassen. 


§ 2. Die Permanenz der Funktionalgleichungen. 


Unter f(z, s,¢) werde eine analytische Funktion einer jeden der drei 
komplexen Veriinderlichen z, s, ¢ verstanden. Sie sei samt ihren ersten 
Ableitungen fiir alle Wertetripel z, s, ¢ stetig erklart, ftir welche z einem 
Bereich B,, s einem Bereich B,, ¢ einem Bereich B, seiner Ebene ange- 
hort. Wenn dann %$,(¢— a) und %3,(2— a) zwei Funktionselemente sind, 
welche in der Umgebung von =a nur Wertepaare aus diesen beiden Be- 
reichen B, und B, annehmen, so wird f(z, $,(2 — a), B(e — a)) nach S. 34 
eime in der Umgebung von z= ai regulire analytische Funktion von z. Es 
werde angenommen, da /(z, B,(2— a), ¥,(2—a))=0 sei fiir alle z aus 
einem gewissen Kreis um z=a. Wir wollen dann sagen, die Elemente 
%., B. gentigten der Gleichung f(z, s,¢)=0. Wenn man nun diese beiden 
Elemente in B, so analytisch fortsetzen kann, dap dabei Elemente entstehen, welche 
wieder Wertepaare aus den Bereichen B und B, liefern',) so ist auch fiir diese 
Elemente die Gleichung erfiillt. Wir driicken diesen Sachverhalt kurz aus, 


1) Damit ist nicht gesagt, daB die Fortsetzung der Elemente %, und %, nicht auch 
zu Elementen fiihren kann, die dieser Bedingung nicht geniigen. 
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indem wir sagen, eine zwischen zwei Funktionen bestehende analytische Glei- 
chung bleibe bei analytischer Fortsetzung der Funktionen richtig. Wir nennen 
den so ausgesprochenen Satz den Satz von der Permanenz der Funktional- 
gleichungen bei analytischer Fortsetzung. 

Er ist leicht zu beweisen Ich fiihre erst eine bequeme Benennung ein. 
Unter dem Konvergenzkreis der beiden Elemente $8, und , mit dem 
gemeinsamen Mittelpunkt a werde der gréfte Kreis aus #, verstanden, in 
dem beide Reihen konvergieren und Wertepaare aus B,, B, liefern. Es ist 
also der kleinere der beiden Konvergenzkreise der einzelnen Elemente. Durch 
unmittelbare Fortsetzung der beiden Elemente $8,(2—a) und $,(z— a) 
médgen nun die beiden Elemente $,(z— 6b) und §8,(¢— 6) entstehen. Ihr 
Konvergenzkreis hat jedenfalls mit dem Konvergenzkreis der beiden Ele- 
mente ‘$,(¢—a@) und 8,(2— a) ein Stiick gemeinsam. In diesem gemein- 
_samen Stiick gentigen also die neuen Potenzreihen der @leichung, wenn 
ihr die alten geniigen. Nun ist aber f(z, $B, (2 — ), %.(z — b)) in dem neuen 
Konvergenzkreis analytisch und verschwindet in dem eben genannten Be- 
reich. Daher verschwindet f(z, s,t) auch in dem Konvergenzkreis der neuen 
Elemente durchweg, denn darin ist ja nach §,-34 f(z, %,, 8.) analytisch. 
Damit ist schon erkannt, daB bei unmittelbarer Fortsetzung die Funktional- 
gleichung richtig bleibt. Da aber jede analytische Fortsetzung durch eine 
Kette von Funktionselementen geleistet wird, so bleiben also Funktional- 
gleichungen bei beliebiger Fortsetzung richtig. 

Wir betrachten ein Beispiel. w= log z ist eine analytische Funktion 
in dem im vorigen Paragraphen angegebenen Sinne. Als wir 8.77 diese 
Funktion betrachteten, muften wir uns noch vorsichtig ausdriicken. Da- 
mals hatten wir erst den Begriff einer in einem Bereiche eindeutigen ana- 
lytischen Funktion zur Verfiigung. Allerdings schwebte iiber unseren Dar- 
legungen schon damals der allgemeine jetzt eingefiihrte Begriff. Wir ver-— 
folgten namlich den log z lings Kurven, welche den Nullpunkt umschlossen, 
und sahen, wie man so von einer Bestimmungsweise, von einem Zweig der 
Funktion, zu den tibrigen gelangen kann. Fiir unseren jetzigen Standpunkt 
bedeutet das nichts anderes, als daB die Funktionselemente w(z), welche 
man durch Fortsetzung lings solchen Kurven aus einem Ausgangselement 
erhalt, alle der Gleichung z= e” geniigen, weil eben diese Gleichung bei 
analytischer Fortsetzung erhalten bleibt. Die Gesamtheit der Funktions- 
elemente, welche dieser Gleichung gentigen, gehéren alle einer einzigen 
analytischen Funktion an, weil man, wie unsere friiheren Betrachtungen 
lehren, jedes aus jedem anderen durch analytische Fortsetzung erhalten 
kann, In dieser Richtung liegt also die Begriffsbestimmung einer mehr- 
deutigen analytischen Funktion. Die ist nicht erklirt als irgendein Sammel- 
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surium von Funktionselementen; nicht jede Menge von Funktionselementen, 
die in Teilkreisen von B erklirt sind, machen eine in diesem Bereiche 
mehrdeutige Funktion aus, sondern nur diejenigen derselben gehdren der- 
selben Funktion an, welche auseinander durch Fortsetzung erhalten werden 
kénnen. Die Gesamtheit der Funktionselemente w(z) z. B., welche der 
Gleichung w?— z?=0 gentigen, machen keine analytische Funktion aus, 
sondern deren zwei. Die Gleichung w?— z?= 0 ist ja gleichbedeutend mit 


der Gleichung (w—z)(w+z2)=0 


Fiir jedes Element wird also entweder der erste oder der zweite Faktor 
verschwinden. Wenn fiir ein Element der erste Faktor verschwindet, so 
verschwindet er auch fiir alle Elemente, die aus ihm durch Fortsetzung 
hervorgehen. Niemals wird also dadurch ein Element erhalten, fiir das der 
zweite Faktor verschwindet. Diejenigen vielmehr, fiir die dies zutrifit, 
hingen auch untereinander durch Fortsetzung zusammen, bilden also eine 
zweite analytische Funktion. Anders ist es bei z=w®, Alle Funktions- 
elemente, die dieser Gleichung geniigen, bilden eine einzige Funktion, Zu 
jedem Mittelpunkt z= a gehéren ja zwei durchs Vorzeichen unterschiedene 
Elemente, die der Gleichung geniigen. Fiihrt man aber die Fortsetzung 
auf einem Kreise um z = 0 aus, d. h. JaBt man ein Funktionselement lings 
dieser Kurve wandern, so gelangt man von dem einen zum anderen, Da- 
zu kann jedes Klement mit dem Mittelpunkt z= a in ein Element mit dem 
Mittelpunkt 2 = b, wie der auch angenommen sei, fortgesetzt werden. Wie 
das za machen sei, haben wir ja ‘zu Beginn von § 1 ausfihrlich dargelegt. 
Demnach bilden tatsichlich alle diese Elemente eine analytische Funktion. 
Nachstens werden wir ein Kennzeichen dafiir, daB gewisse Elemente eine 
analytische Funktion bilden, darin erkennen, da® sie alle einer zusammen- 
hingenden Riemannschen Fliche angehéren. So haben wir ja in den Rie- 
mannschen Flichen von log z und von YZ zusammenhiingende Gebilde 
kennen gelernt. 

Anwendungen: 1. w=/(z) sei eine analytische Funktion, z = p(w) 
sei ein Funktionselement, das der Gleichung w = /{p(w)} geniigt. Dann 
geniigen dieser Gleichung auch alle anderen Elemente der durch p(w) be- 
stimmten analytischen Funktion. Sie heibt Umkehrungsfunktion von w = f(z). 
Thr gehéren auch alle Elemente an, die man durch Umkehrung der Ele- 
mente von w= /(z) gewinnen kann. Denn wenn die Fortsetzungen von 
2 = (w) nicht alle Umkehrelemente von w= f(z) erschépften, so betrachte 
man wieder die Umkehrung der durch z= (w) definierten analytischen 
Funktion. Die Umkehrung des Elementes z = p(w) definiert eine solche 
Funktion, deren Elemente nach dem vorher Gesagten simtlich Elemente 
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von w= f(z) sind. Dadurch kénnen aber nur dann alle Elemente von 
(2) erschépft sein, wenn alle ihre Kehrelemente in der durch o(w) 
erklarten Funktion vorkommen. Ware das nicht der Fall, so bildete also 
schon ein Teil der Elemente von f(z) selbst eine analytische Funktion, 
und das ist absurd. 

2. Wenn ‘8/(z—a) die Ableitung des Elementes ‘8(2 — a) ist, so sind 
die Fortsetzungen von $8’ die Ableitungen der Fortsetzungen von P(z¢ — a). 
Das erkennt man ohne weiteres durch Betrachtung einer unmittelbaren Fort- 
setzung von (z—a). Der Leser mége es selbst niher durchtiberlegen. 

3. Wenn das Element w = ‘8 (z— a) der Differentialgleichung f(w', w, 2) =0 
gentigt, so gentigen ihr auch alle Fortsetzungen von $8(¢— a), Denn wenn 
f(¥'(z — a), B(z — a), z)=0 ist, so ist dies nach dem Permanenzsatz auch 
bei Fortsetzung der Elemente $8'(z2— a) und $(z¢— a) noch richtig. 


§ 3. Riemannsche Felder. 

Hs ist leicht, von der analytischen Fortsetzung aus zu den Riemannschen 
Flachen zu gelangen. 

Wir wollen erst eine etwas anschauliche Beschreibung geben, um dann 
zur begrifflichen Fassung vorzudringen. Wir denken uns die Konvergenz- 
kreise der Elemente einer analytischen Funktion aus Papier ausgeschnitten. 
Zwei solche Elemente, die durch unmittelbare Fortsetzung auseinander her- 
vorgehen, denken wir uns in dem gemeinsamen Stitick aneinandergeklebt. 
Ebenso verfahren wir mit Elementen,. die in einem Bereichstiick tiber- 
einandergreifen und darin die gleichen Funktionswerte liefern. BloSes Uber- 
einandergreifen veranlaBt also noch nicht zum Verkleben. Hs mu8 noch 
Ubereinstimmung in den durch die Elemente gelieferten Funktionswerten 
hinzukommen. Durch das Aneinanderkleben entsteht eine Flache, deren 
Punkte oder Stellen also durch Angabe ihrer z-Koordinate und durch An- 
gabe eines Funktionselementes bestimmt sind. Weder die z-Koordinate allein, 
noch der Funktionswert allein bestimmen also die Stelle, denn bei mehr- 
deutigen Funktionen gehéren zur selben z-Koordinate als Mittelpunkt mehrere 
Elemente. Auch die z-Koordinate zusammen mit dem da angenommenen 
Funktionswert bestimmen die Stelle der Flache nicht eindeutig, weil es denk- 
bar ist, daB zwei Elemente zwar in ihrem Mittelpunkt denselben Wert liefern, 
in den Nachbarpunkten aber voneinander abweichen. 

Die hiermit angeregte Vorstellung soll nun zum Begriff’ des Riemannschen 
Feldes verdichtet werden. . 

Unter einer Stelle des Riemannschen Feldes einer analytischen Funktion 
verstehen wir den Inbegriff { a, 8 (¢ — a) } aus einem Element der Funktion 
und der Koordinate des Mittelpunktes seines Konvergenzkreises. a heift 
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die 2-Koordinate, $8 (2 — a) die Elementkoordinate oder auch das bestimmende 
Element der Stelle Die Gesamtheit der Stellen, zu welchen so die Elemente 
einer Funktion AnlaB geben, machen das Riemannsche Feld der Funktion 
aus. Dieses Feld besitzt Gebietscharakter. Um das zu belegen, definiere ich 
den Begriff ,,Umgebung einer Stelle des Feldes“. Darunter versteht man 
eine gewisse Menge von Stellen, die der folgenden zweifachen Bedingung 
gentigen: daB erstens ihre z-Koordinaten einer Umgebung von 4 = a@ an- 
gehéren, daf zweitens ihre bestimmenden Elemente durch unmittelbare 
Fortsetzung der Elementkoordinate jener Stelle entstehen. _Jede Stelle des 
Feldes besitzt somit eine Umgebung. Damit ist die eine Gebietseigenschaft 
nachgewiesen. 

Um auch die zweite nachzuweisen, muB der Begriff der auf dem Feld 
verlaufenden stetigen Kurve erklirt werden. Man denke sich eine stetige 
_Kurve z= (¢) der z-Ebene, die z=a mit z= 5b verbindet. Alsdann setze 
man das Element ‘8 (¢—a) lings der Kurve fort; falls dies bis zu ¢= 0b 
hin méglich ist, und falls man dabei zu dem Element %§ (2 — b) gelangt, 
dann sage ich, die Stellen { 2 (¢), $.(2—2(@ } bildeten eine auf dem Feld 
gelegene stetige Kurve, welche die Stellen { a, $,(z—a) } und { b, ®,(¢—6) } 
miteinander verbindet. Aus dem Begriff der analytischen Funktion ergibt 
sich sofort, da&S man je zwei Stellen auf diese Weise verbinden kann. Da- 
mit ist die zweite Gebietseigenschaft des Feldes erkannt. 

Wir sagen weiter, w (2) sei eine in der Umgebung der Stelle { a, $8 (2—a) | 
des Feldes erklarte Funktion, wenn den Stellen dieser Umgebung Werte 
von w(z) zugeordnet sind, So ist also z. B. z selbst in der Umgebung einer 
jeden Stelle des Feldes eindeutig erklirt. Ebenso ist $$ (¢ -- a) eine in jeder 
Umgebung der Stelle { a, % (¢— a) } erklirte Funktion des Feldes. Hine 
so erklarte Funktion heiBt stetig oder analytisch, wenn sie als Funktion der 
2-Koordinate der Feldpunkte aufgefaBt stetig oder analytisch ist. 

Die eben tiber die Funktion z gemachte Bemerkung lehrt tiberdies, daB 
die Riemannschen Felder funktionentheoretische Bereiche sind im Sinne der 
S. 69 gegebenen Definition.') Jede Stelle derselben hat eine schlichte Um- 
gebung. 

Der damit eingefiihrte Begriff des Feldes wird noch in zwei Richtungen 
eine gewisse Verallgemeinerung erfahren. EHinmal durch Hinzunahme yon 
unendlichfernen Stellen und dann durch Hinzunahme von Polen der Funktion. 
Um eine Funktion f(z) in der Umgebung des unendlichfernen Punktes zu 


_ untersuchen, betrachtet man f (=) in der Umgebung von z= 0, wie uns 


; 1)»Der Leser mége das selbst weiter durchdenken, um so jetzt eindringlich Kenntnis 
von jenen Darlegungen zu nehmen. 
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dies seit S. 49 gelaufig ist.. Um die Unendlichkeitsstellen zu untersuchen, 


betrachtet man a Die Kombination von beidem, also die Betrachtung 


a 
é 
die Fortsetzung einer Funktion lings eines bestimmten Weges zwar bis zur 
Stelle z= a hin méglich ist, aber bei Anniherung an diese Stelle die Kon- 
vergenzradien gegen Null streben, dann ist die Fortsetzung in diese Stelle 


hinein und dartiber hinaus nicht méglich, wohl aber ist es denkbar, daB 


man bei Fortsetzung der Funktion os langs des in der Umgebung von z=a 


gelegenen Wegestiickes mehr Erfolg hat, daB diese Fortsetzung zu einem 


Element $ (2 — a) der Funktion 7 hinfiihrt. Dann hat nach 8. 49 f (2) 


dort einen Pol, Wir erganzen dann unser Feld durch die Polstellen 


1 
von ——_~ fiihrt zur Untersuchung von unendlichfernen Polen. Wenn z. B. 


{ a, ass - Ganz analog verfahren wir mit den unendlichfernen Punkten. 
Man kann diesen Verhiltnissen auch in der Benennung Rechnung tragen, 
indem man etwa von einem Regularititsfeld im Gegensatz zu dem Ratio- 
nalitdtsfeld, d.h. dem Feld der Stellen rationalen Charakters redet und das 
Feld der endlichen Stellen von dem unendlichen Feld unterscheidet. Der 


Begriff ,,.Umgebung eines Poles“ wird weiterhin noch erklart werden. 


§ 4. Singulire Stellen. 


Unter einer Kette von Funktionselementen verstehen wir eine Folge von 
Funktionselementen 8,, $8,,--- derart, daB jedes $f,, durch unmittelbare 
Fortsetzung des vorhergehenden $,,; entsteht. Seither haben wir nur end-— 
liche Ketten betrachtet und gelangten durch sie von jedem Ausgangselement 
za jedem anderen Element hin. Nunmehr sollen auch unendliche Ketten 
herangezogen werden. 

Die Mannigfaltigkeit der hier an und fiir sich méglichen Fille ist auBer- 
ordentlich groB, kénnen doch die Haufungspunkte der Hlementmittelpunkte 
wahllos tiber die Ebene verteilt sein, und kann man doch auch unendliche 
Ketten verwenden, um zu Elementen zu gelangen, die man durch endliche 
Ketten ebensogut, ja, besser erreichen kann. Bei dieser Lage der Dinge 
wird es gut sein, zunachst die Menge der zu beriicksichtigenden unendlichen 
Ketten einer gewissen Einschrankung zu unterwerfen. Wir wollen einmal 
yoraussetzen, daB die Konvergenzradien der Elemente gegen Null streben. 
Anderenfalls nimlich wiirden wir tiber das schon durch endliche Ketten Hr- 
reichbare im allgemeinen nicht hinauskommen. Hier sei weiter zunachst 
yorausgesetzt, da8 die Elementmittelpunkte einer bestimmten Grenzlage zu- — 


| 210 VIII. Analytische Fortsetzwng 


atreben 1) Nur wenn diese Grenzlage der unendlichferne Punkt ist, miissen 
wir die erste Bedingung dahin abiindern, daB die entsprechenden Elemente 


der Funktion / (; Konvergenzradien besitzen, welche gegen Null kon- 


vergieren. Wenn man beide Fille in einer einheitlichen Definition zasammen- 
fassen will, so bleibt nichts anderes tibrig, als durch stereographische Projek- 
tion von der komplexen Ebene zur Zahlenkugel iiberzugehen. Diese Sorte von 
unendlichen Ketten wird uns zum Begriff der singuldren Stelle einer analyti- 
schen Funktion fiihren. Spater werden wir noch allgemeinere Ketten be- 
trachten, bei welchen auch die Konvergenzradien gegen Null streben, bei 
welchen aber die Elementmittelpunkte sich gegen eine bestimmte Kurve 
statt gegen einen einzelnen Punkt haufen; das wird dann zum Begriff der 
singuldren Linie fiihren. Zunichst aber wollen wir bei der ersten Ketten- 
sorte stehen bleiben. Wir wollen sie kurz singuldre Ketten erster Art nennen. 

Unter einer singuldren Kette erster Art verstehe ch also eine Kelte von 
Funktionselementen, deren Mittelpunkte einen einzigen Haufungspunkt besitzen, 
und deren Konvergenzradien (auf der Kugeloberfliche gemessen) gegen Null 
konvergieren. 

Wir setzen weiter fest: Hine jede singuldre Kette erster Art bestimmt eine 
singulare Stelle der analytischen Funktion, aus deren Elementen die Kette besteht. 

Wir sagen also nicht, da wir unter einer singuliren Stelle eine singulare 
Kette versiehen wollen, weil wir dem Umstand Rechnung tragen miissen, 
da& verschiedene singulare Ketten dieselbe singulire Stelle bestimmen, 
z. B. wird es ja bei der Definition der singularen Stellen auf die Anfangs- 
elemente der bestimmenden Ketten gar nicht ankommen. Unsere erste 
Aufgabe wird es daher sein, festzusetzen, unter welchen Umstinden zwei 
singulire Ketten dieselbe singuliire Stelle bestimmen sollen. Wir werden 
bei der Wahl dieser Festsetzungen den Erfahrungen Rechnung tragen miissen, 


1) Wenn die Mittelpunkte der Elemente §,, f,--- zwar einer Grenzlage @ zu- 
streben, die Radien der Elemente aber nicht den Grenzwert Null haben, so gibt es ein 
Element § (2—a) derart, da® alle Elemente der Kette mit hinreichend groBer Nummer 
durch unmittelbare Fortsetzung von $$ (g—a) erhalten werden kénnen. Denn dann 
gibt es eine Zahl «> 0, die durch die nee inti est passend gewahlter Elemente B,, 
von beliebig groBer Nummer: By B,,' °° tibertroffen wird. Von einer gewissen Nummer, 


etwa v,, an sind aber die Mitielpadtts aller Elemente um weniger als > yon a ent- 


fernt, so da also a den Konvergenzkreisen der eben erwahnten Elemente angehdrt. 
Ich greife %, heraus. Sein Konvergenzkreis enthalt den Punkt a. Somit kann ich als 
unmittelbare Fortsetzung von R,, ein Element % (¢—a) einfiihren, dessen Konvergenz- 


radius mindestens = betragt. Ihm gehéren die Mittelpunkte aller auf ¥, folgenden 


Elemente an, Sie sind somit lauter unmittelbare Fortsetzungen dieses Elementes 


8 (z2—a). 
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welche wir bei friiheren Beispielen, namentlich in Kap.5 gesammelt haben. 
Sei etwa h der Haufungspunkt der Elementmittelpunkte der Kette. 
Dann heift h die z-Koordinate der singuliren Stelle. Wir schlagen um h 
irgendeinen Kreis. Betrachten wir nun die Elemente P,, P, --- der Kette, 
so gibt es eine Nummer m derart, daf simtliche Kettenglieder, deren 
Nummer » iibertrifft, Mittelpunkte besitzen, deren Koordinaten diesem Kreis 
angehéren. Die Kette P,, P,+41--- verlauft also ganz im Kreise. Wir 
nennen sie ein Ende der singuldéren Kelte. Wir setzen ihre Elemente auf 
alle méglichen Weisen lings Wegen fort, die den eingefiihrten Kreis nicht 
verlassen. Die Gesamtheit der so erhaltenen Elemente machen eine Um- 
gebung des Kettenendes aus. Wir setzen nun fest, daB dann und nur dann 
zwei singuldre Ketten dieselbe singulire Stelle bestimmen, wenn thre Enden 
eine gemeinsame Umgebung besitzen. Unter einer singuldren Stelle verstehen 
wir somit den Inbegriff derjenigen singuliiren Ketten, deren Enden eine ge- 
memsame Umgebung besitzen. Diese gemeinsame Umgebung heibt Umgebung 
der singuldren Stelle. 

Zur Bezeichnung und Bestimmung einer singulairen Stelle reicht eine 
dieser Ketten aus. Wir nennen sie die Ketten- oder die Klementkoordinate 
der singuldren Stelle zam Unterschied von ihrer z-Koordinate, d. i. der 
Haufungspunkt der Kettenmittelpunkte. 

Hine jede Umgebung einer singuliren Stelle bestimmt ein Stiick des 
Riemannschen Feldes. 

Man erkennt die weitgehende Analogie, die zwischen der Definition des 
Randpunktes eines Bereiches und unserer Definition der singuliren Stelle 
besteht. Auch hier handelt es sich darum, den Begriff Haufungsstelle von 
inneren Stellen des Feldes zu erkléren. Nur sind es nicht beliebig neben- 
einander gestellte Feldstellen, die eine Kette ausmachen. 

Die engste Analogie weist aber unsere Begriffsbildung zum Begriff des 
erreichbaren Randpunktes eines schlichten Bereiches auf. Das sind die- 
jenigen Randpunkte, nach welchen man aus dem Bereich einen aus end- 
lich- oder unendlichvielen Strecken bestehenden ganz im Bereich ver- 
laufenden Polygonzug legen kann. Hier ist dieser Polygonzug durch die 
Verbindungsstrecken gegeben, welche die Mittelpunkte der Kettenglieder 
verbinden, Die Verhiltnisse sind nur hier insofern nicht ganz die gleichen, 
als bei den mehrblittrigen Flichen nicht von vornherein Punkte zur Ver- 
fiigung stehen, die dann nur noch als Randpunkte zu charakterisieren waren. 
Es stehen eben nur die (inneren) Stellen des Feldes zur Verfiigung. Hin 
Stiick desselben ist also eine jede Umgebung einer singularen Stelle. 

Wenn eine singulire Stelle eine schlichte Umgebung besitzt, deren 
Stellen also durch ihre z-Koordinaten eindeutig bestimmt sind, so sagen 
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wir, die singulare Stelle sei eimdeutiger Natur. ser sagen wir, sie sel 
mehrdeutig. Unter den eindeutigen Singularitaéten spielen die ssolerten 
eine besondere Rolle. Bei denselben fiillen die z-Koordinaten der schlichten 
Umgebung einen vollen Kreis mit Ausnahme der z-Koordinate der singularen 
Stelle selbst. Wenn dazu noch die reziproke Funktion 79 in diesem Kreise 
beschrinkt ist, so liegt ein Pol vor, im anderen Falle haben wir es mit 
einer wesentlich singulaéren Stelle zu tun. 

Unter den mehrdeutigen Singularitaéten spielen die endlichvieldeutigen 
eine wichtige Rolle. Unter diesen wieder sind die véllig m-deutigen 
wichtig. Bei ihnen entsprechen jeder z-Koordinate einer nicht zu groBen 
Umgebung genau m verschiedene Feldstellen der Umgebung. Fthrt man 
dann V/z—h=t in der Umgebung dieser Stelle mit der z-Koordinate h*) 
als neue Variable ein, so wird f(h + ¢) in der Umgebung von ¢ = 0 ein- 
deutig. Ist diese Funktion dort namentlich regular oder wenigstens vom 
Charakter einer rationalen Funktion, so lag eine algebraische Singularitat, 
ein m-blattriger algebraischer Verzweigungspunkt vor. 

Niaheres tiber diese hiermit erst ganz kurz angedeuteten Dinge sollen 
die beiden nichsten Paragraphen enthalten. Diesen wollen wir mit dem 
Beweis ‘eines allgemeinen und beriihmten Satzes schlieBen: 

Auf dem Konvergenzkreis eines jeden Funktionselementes liegt mindestens: 
eme singuldre Stelle der Funktion, zu welcher das Element gehort. Um uns 
den Sinn dieser Behauptung ganz klar zu machen, betrachten wir diejenigen 
aus der Fortsetzung des vorgelegten Hlementes entstehenden Ketten, deren 
Mittelpunkte einem Radius des Konvergenzkreises unseres Hlementes an- 
gehéren, und deren Mittelpunkte diesem Konvergenzkreis angehéren. Dann 
behauptet unser Satz, da es unter diesen radialen Ketten mindestens eine 
singulare gibt, daB also lings mindestens eines Elementradius die Konver- 
genzradien der Kettenglieder gegen Null streben. Alle gehen durch un- 
mittelbare Fortsetzung aus dem Ausgangselement hervor. Der Satz kann 
auch dahin ausgesprochen werden, daB es mindestens ein durch unmittel- 
bare Fortsetzung entstehendes Element gibt, dessen Konvergenzkreis den 
des gegebenen Hlementes beriihrt. Der Beriihrungspunkt liefert dann die 
2-Koordinate der singuliren Stelle, und die zu diesem Beriihrungspunkt 
gehdrige radiale Kette liefert die Kettenkoordinate der singuliren Stelle. 
Nehmen wir nimlich im Gegenteil an, die Konvergenzradien einer jeden 
radialen Kette strebten bei Annaherung an den Rand des Konvergenz- 
kreises unseres Ausgangselementes nicht gegen Null. Dann besitzen die- 


n 
1) Fiir den Fall, daB h=oo ist, hat man Vi zu nehmen. 
s A 


Sanita . a 
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selben, da die Konvergenzradien sich stetig mit dem Mittelpunkt andern, 
auf jedem Radius eine wesentlich positive untere Grenze. Daher leuchtet 
ein, daB man durch eine endliche Kette lings dieses Radius unser Element 
bis za dem Endpunkt des Radius fortsetzen kann. Dies wire dann lings 
eines jeden Radius méglich, und jeder Peripheriepunkt wiirde Mittelpunkt 
eines Elementes, dessen Konvergenzkreis mit dem des vorgelegten ein 
Bereichstiick gemeinsam hitte, in dem beide dieselben Funktionswerte 
liefern. Da aber die Radien dieser Elemente sich wieder lings der 
Kreisperipherie stetig fndern, liegen sie alle oberhalb einer wesentlich 
positiven Schranke d und bedecken daher mit dem Konvergenzkreis des 
vorgelegten Hlementes zusammen einen Kreis vom Radius d+ 7, wenn 
ry der Radius des vorgelegten war. In diesem stellten unsere Elemente 
eine eindeutige regulir analytische Funktion dar. Daher miiBte die vor- 
gelegte Reihe nach 8. 1387 in einem gréBeren als dem vorgelegten Kreise 
konvergieren. 

Dieser Satz tiber den Konvergenzkreis ist ein bequemes Mittel, um viel- 
fach bei der Entwicklung gegebener Funktionen in Potenzreihen schon 
ohne vorherige Kenntnis ihrer Koeffizienten die GréBe des Konvergenz- 


_ radius anzugeben. Hs ist eben der Abstand des Entwicklungsmittelpunktes 


yom nichsten singuliren Punkte der Funktion. Soll man z. B. Vz in der 
Umgebung von z= 0 entwickeln, so wird |a| der Konvergenzradius, denn 
z=0 ist der einzige endliche singulare Punkt. Bei der Entwicklung von 
V(z2—a)(z— 6) nach Potenzen von z ist der Konvergenzradius durch den 
kleineren der Werte |a| oder !b| gegeben. Nach dieser Regel bestimmt 
man auch in allen S. 156ff. gegebenen Beispielen mit Leichtigkeit den 
Konvergenzradius. 


§ 5. Die Singularititen der eindeutigen Funktionen. 


Zunichst mége sich der Leser wieder die Betrachtungen von S. 145 tiber 
isolierte eindeutige Singularitéten ins Gedichtnis zuriickrufen. 

Die singularen Stellen kénnen noch ganz anderer Art sein als die 
damals betrachteten. Sie kénnen auch ganze Kurven erfiillen. Z. B. 
lassen sich Funktionselemente mit endlichem Konvergenzkreis angeben, 
die iiber ihren Konvergenzkreis hinaus nicht fortgesetzt werden kénnen. 
Dann ist also im Sinne der S. 211 gegebenen Definition jede Stelle der 
Peripherie eine singulire Stelle der Funktion. Das einfachste Beispiel 
riihrt yon WeierstraB her. Hs ist die Reihe 


Esa 2” 
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a sei hier eine positive, b eine positive ganze Zahl > 1. Der Konvergenzkreis 
ist der Hinheitskreis. Denn 


lim a!” = 1. 

a> @ 

Vom n-ten Glied an haben alle Exponenten den gréBten gemeinsamen 
Teiler b”. Da die Summe der ersten Glieder als ganze rationale Funktion 
keinen Einflu8 auf die Lage der Singularititen hat, so will ich annehmen, 


@ sel eine Singularitéat von . 
g ye 2” = f (2) 
N=M,++°- 


auf der Konvergenzgrenze. Die Funktion kann dann auf dem nach dieser 
Stelle zielenden Radius nicht tiber diese Stelle hinaus fortgesetzt werden.’) 
- Mache ich aber nun die Substitution 


Qizth 
a= ge’ (h =0, 1 - <-), 
so wird f (2) =f). 


Die Funktion geht also bei Drehung der z-Ebene um den Winkel ha in 


sich tiber. Daher sind alle a die bei diesen Drehungen aus. « ent- 
stehen, also die 6” Stellen wer =; ~ auch singulire Stellen der Funktion >a” 2°”. 
Diese Uberlegungen kann ich aber fiir jedes m anstellen. Daraus folgt, 
daB die singuliren Stellen auf der Konvergenzgrenze iiberall dicht liegen. 
Denn je gré8er ich m wiahle, um so kleiner wird der erkennbare Winkel- 
unterschied zweier Singularitéiten. Da aber Hiufungspunkte von singuliren 
Stellen natiirlich wieder singuliire Stellen sind, so ist jede Stelle des 
Konvergenzkreises singulir. Kénnte man ja auf irgendeinem Radius die 
Funktion iiber den Kreis hinaus fortsetzen, so mtiBte es auf demselben 
einen von Singularitiiten freien Bogen geben. 

Man nennt den EHinheitskreis eine natiirliche Grenze der Funktion, den 
Hinheitskreis ihren LHaxistenzbereich. Schon der Umstand, da8 man den 
Hinheitskreis auf andere Bereiche analytisch abbilden kann, 1a8t vermuten, 
daB die Gestalt des Hxistenzbereiches eine recht mannigfache sein kann. 
Wir werden spiater (S. 291) sehen, daB er in weitem Ausma8 willkiirlich 
vorgegeben werden kann. Wir werden lernen, stets Funktionen mit ge- 
gebenem Existenzbereich zu konstruieren. Uber die singuliren Linien selbst 
wire noch mancherlei zu sagen. Indessen soll erst im zweiten Band niiher 
auf solche Dinge eingegangen werden. 


1) Denn sonst wire sie auch auf jedem anderen im Hinheitskreis nach dieser Stelle 
gefiihrten Weg dariiber hinaus fortsetzbar. 
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§ 6. Die Singularititen der mehrdeutigen Funktionen. 


Wir beschrinken uns hier auf die isolierten singuliren Stellen. Wir 
denken uns eine Stelle a@ und einen um dieselbe geschlagenen Kreis, Es 
soll méglich sein, ein zu einer Stelle b dieses Kreises gehdriges Funktions- 
element ‘§(¢ — b) auf allen diesem Kreise angehérigen Wegen, welche die 
Stelle a nicht treffen, fortzusetzen. Diese Elemente mégen eine Umgebung 
jener singuliren Stelle ausmachen. 

Der Fall, daB sich dabei eine eindeutige Funktion ergibt, wurde bereits 
im vorigen Paragraphen erledigt. Nehmen wir an, es ergebe sich eine mehr- 
deutige Funktion. Dieselbe kann endlichvieldeutig oder unendlichvieldeutig 
sein. Um klaren Einblick in alle Méglichkeiten zu gewinnen, will ich zu- 
naichst annehmen, es gebe eine ganze positive Zahl m derart, daB f(a + t”) =F(#) 
in der Umgebung von ¢=() eindeutig wird. Dann ergeben sich fiir F'(t) 
alle frither bei eindeutigen Funktionen aufgezihlten Méglichkeiten. Denn 
F'(#) ist iiberall in einem Kreise um ¢=0 erklirt, weil es auf allen t= 0 
nicht treffenden Kurven fortgesetzt werden kann (vgl. auch 8. 217). Also 
ist entweder F(t) bei £=0 regular oder es hat einen Pol m-ter Ordnung 
oder aber eine wésentlich singulire Stelle. In den beiden ersten Fallen 
wollen wir sagen, die Funktion zeige an der Stelle z=a algebraischen 
Charakter oder sie habe da einen algebraischen Verzweigungspunkt n-ter Ord- 
nung. Die Benennung werden wir spiter durch den Nachweis rechtfertigen, 
da® bei den algebraischen Funktionen andere Singularitiiten als diese nicht 
auftreten. Die Stellen algebraischen Charakters sind also dadurch definiert, 
daB die Funktion f(z) in ihrer Umgebung durch eine Entwicklung der Form 


ia; (Vz — a) mit endlichvielen negativen Potenzen dargestellt werden kann. 
Die Funktion ist also auf einem n-blittrigen Windungsstiick um den Punkt 

=a eindeutig. Wir erweitern nun wieder den Begriff des Funktions- 
elementes, indem wir auch derartige Entwicklungen als Elemente ansprechen 
und ihre n-blittrigen Konvergenzkreise wie die schlichten Kreise zum Auf- 
bau der Fliche verwenden. Im unendlichfernen Punkt ist sinngem&B das 


gleiche zu machen. Man hat nur statt Vz—a die Funktion V2 als Ent- 


wicklungsgré Be zu verwenden. Durch diese Erweiterung des Elementbegriffes 
geht die analytische Funktion in das analytische Grebilde, das Riemannsche 
Feld in die Riemannsche Fldche tiber. 

Hat man die Funktion in der Form f(z) = Sa,t (¢= 7 acta ent- 
wickelt, so sagt man auch, man habe sie in der Umgebung der Stelle z= a 
uniformisiert, d. h. eindeutig gemacht. Denn mit Hilfe des uniformisierenden 
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Parameters t findet man so die eindeutige Parameterdarstellung der Funktion 
in der Form c=at+t, f(2)= Dda,¥. i 
1 


fm Unendlichfernen hat man als uniformisierenden Parameter dann ¢ = ie 
zu verwenden und hat also die Parameterdarstellung 


= = f(z) = Sa, t*. 


xn 


n bedeutet in beiden Fallen eine positive ganze Zahl. Kommen nur endlich- 
viele negative Potenzen vor, so liegt ein Element algebraischen Charakters 
vor. Fiir m=1 sind darunter als Spezialfall die Elemente rationalen Charakters 
enthalten. 

Unter einer Stelle der Ricwiaiaaehes Flache von f(z) versteht man nun © 


den Inbegriff (a, $ B(Vze—a — a) und (oo, (1/2), wo diese Reihen nur end- 


lichviele negative Potenzen enthalten. Jedem algebraischen Element der 
Funktion entspricht so eine Stelle der Riemannschen Flache, die von der 
Gesamtheit dieser Stellen gebildet wird. Unter der Umgebung einer Stelle 
dieser Fliche versteht man, soweit es sich um regulire Stellen handelt, das 
gleiche wie beim Feld; soweit es sich um singulare Steflen handelt, macht 
die 8.211 erklirte Umgebung derselben auch die Umgebung der betreffenden 
Stelle der Riemannschen Fliche aus. 

Zu jeder Stelle einer Riemannschen Fliche gehért also ein lokaler uni- 
formisierender Parameter, d.h. eine in der Umgebung der Fliche eindeutig 
und analytisch erklirte Funktion, durch welche diese Umgebung auf ein 
schlichtes Flichenstiick abgebildet wird. Als solcher lokaler uniformisierender 
Parameter kann im Falle einer jeden schon dem Felde angehérigen endlichen 
Stelle mit der z-Koordinate a die Funktion ¢ = z—a dienen, in der Um- 


gebung einer unendlichfernen Feldstelle wird te verwendet. In der 
Umgebung eines endlichen m-blittrigen Verzweigungspunktes benutzt man 


t ="/z—a, in der Umgebung eines unendlich fernen m-blattrigen Ver- 


zweigungspunktes endlich ¢ = Vy Hine auf der Flache eindeutig erklarte 


Funktion heiBt dann in einer Flachenstelle stetig, wenn die durch Ein- 
fiihrung des Parameters entstehende Funktion F(t) in ¢=0 stetig ist, sie 
heiBt regular analytisch, wenn F(t) in ¢=0 regular ist. Sie heiBt von 
rationalem Charakter und besitzt insbesondere einen Pol n-ter Ordnung, 
wenn F(t) bei ¢=0 einen Pol n-ter Ordnung besitzt. 

Angesichts dieser lokalen uniformisierenden Parameter drangt sich hier 
schon die Frage auf, ob es nicht méglich ist, auch fiir den Gesamtverlauf 
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der Funktion solche eindeutige Parameterdarstellungen zu finden, wie sie 
eben fiir die Umgebung der einzelnen Stellen abgeleitet wurden. Die Be- 
antwortung fihrt zur Lehre von der Uniformisierung. Wir werden sie 
spater ausfiihrlich behandeln. 

Jetzt haben wir nur noch ein Wort tiber den Fall zu sagen, wo die 
Funktion in der Umgebung der Stelle a nicht endlichvieldeutig ist, so 
daB es also keine endlichvielblittrige Umgebung gibt, in der die Funktion 
eindeutig ist. Dann fiihrt man die unendlichvielblattrige Fliche des log (z—a) 
ein und betrachtet also die Funktion f(a + e*) in ihrem Bilde, d.h. also in 
einer Halbebene. Man erhilt dann eine Funktion, die sich auf beliebigen 
in der Halbebene gelegenen Wegen muf8 fortsetzen lassen, also eine Funk- 
tion, die in der Halbebene eindeutig ist. Also hier wird f (a +e’) in der 
Umgebung von z = a eindeutig. 

Solche unendlichvielblittrige Verzweigungspunkte zihlt man aber- nie 
den inneren Punkten der Riemannschen Flache zu. Sie gehéren stets ihrem 
Rande an. 

Aufgabe: Man beweise, da die S. 207 eingefiihrten Rationalititsfelder 
und die hier eingefiihrten Riemannschen Flaichen funktionentheoretische Be- 
reiche sind im Sinne der 8. 69 gegebenen Definition. 


§ 7. Der Monodromiesatz. 

Es sei ein einfach zusammenhingender Bereich B in der z-Ebene gegeben. 
A sei ein Punkt aus seinem Inneren und 8(z2— A) ein reguldres Funktions- 
element. Es soll méglich sein, dasselbe ldngs jedem beliebigen in B gelegenen 
Wege fortzusetzen. Dann bilden alle Fortsetzwngen, die lings beliebigen in 
B gelegenen Wegen erhalten werden koinnen, eine in B eindeutige durchweg 
reguldre Funktion. 

Man kann den Satz etwas weniger prizis auch so aussprechen, daf eine in 
einem einfach zusammenhangenden Bereich reguliire Funktion notwendig 
eindeutig ist. Der Satz will also von der ,lokalen“ Hindeutigkeit in der 
Umgebung der einzelnen Stellen auf die Hindeutigkeit im ,groBen“, d. h, 
im Gesamtverlauf durch den Bereich schlieBen. 

Zunichst leuchtet ein, daB ein jedes bei dieser Fortsetzung erhaltene 
Element im gréBten ganz in B gelegenen Kreise konvergiert. Denn sonst ~ 
lage auf seinem Rande eine singulire Stelle, die dem Inneren von B an- 
gehérte. Die Funktion kénnte somit auf dem vom Mittelpunkt nach dieser 
Stelle gezogenen Radius nicht tiber die Stelle hinaus fortgesetzt werden. 

Ich nehme nun an, es gabe irgendeinen geschlossenen Weg von A 
nach A, auf dem das Element $$(z— A) sich fortsetzen liebe, ohne nach 
Vollendung des Umlaufs zum Ausgangselement zuriickzukebren. Die Funk- 


918 VIII. Analytische Fortsetzung 


tion verhilt sich dann mehrdeutig bei Fortsetzung lings der Kurve. Ich 
will zeigen, daB dies nicht eintreten kann. Da jede Fortsetzung, wie wir 
gesehen haben (S. 202), durch eine endliche Kette von Hlementen bewerk- 
stelligt wird, so ist die hier eingefiihrte Fortsetzung gleichwertig mit der 
Fortsetzung lings des Polygones, das die Mittelpunkte der Funktions- 
elemente aus einer solchen Kette miteinander verbindet, Ich zerlege das so 
erhaltene Polygon durch Diagonalen in Dreiecke 
(vgl. 8S. 116). (Fig. 59.) Ich behaupte: Auch bei 
Fortsetzung lings mindestens eines dieser Dreiecke 
muB die Funktion mehrdeutig sein. Denn kénnten 
alle Elemente der Kette eindeutig lings der Drei- 
ecke fortgesetzt werden, so wiirde ich folgende 
Uberlegung anstellen. Statt der Fortsetzung lings 
des Linienzuges DEF darf ich lings DF’ direkt 
fortsetzen, weil das in Ff’ zum gleichen Element 
fiihrt. Durch denselben Schlu8 kann ich statt der Linie CDF die Gerade CF 
einfiihren. So weiterfahrend kann ich aber schlieflich dahin kommen, dab 
die Fortsetzung lings des Polygones gleichbedeutend mit der Fortsetzung 
langs des Dreieckes ABFA ist. Durch eine der eben am Beispiel darge- 
legten ihnlichen SchluBweise kann ich stets ein Dreieck nach dem anderen 
abspalten, um schlieBlich ein einziges an die Ecke A anstoSendes tibrig zu 
behalten. Auch hier wiirde die Fortsetzung zum Ausgangselement zuriick- 
fithren. Soll dies nun aber bei der Polygonfortsetzung nicht statthaben, 
so muB es unter all den eben betrachteten ein Dreieck geben, fiir das die 
Fortsetzung nicht zum Ausgangselement zuriickfiihrt. Dies Dreieck greife 
ich heraus. Ahnlich wie beim Cauchyschen Integralsatze zerlege ich es in 
4 Teildreiecke (Fig. 43) und schlieBe wie eben, daB schon bei Fortsetzung 
lings eines derselben eine Mehrdeutigkeit sich zeigen muB. Auf diese 
Weise werde ich auf immer kleinere Dreiecke gefiihrt. Nach einer gewissen 
Zahl von Schritten gelangt man aber so zu einem Dreieck, das ganz dem 
Inneren eines jeden zu den Punkten seiner Seiten gehérigen Elemente an- 
gehort, weil ja deren Konvergenzradius mindestens dem Abstand des groBen 
Dreiecks vom Rande von B gleich ist: Daher kann lings einem der- 
artigen Dreieck die Fortsetzung nur eindeutig sein. Daher ist sie auch 
langs jedem Dreieck, lings jedem Polygon, lings jeder geschlossenen Kurve 
eindeutig. Somit gehért zu jedem Bereichpunkt nur ein Funktions- 
element und die verschiedenen Fortsetzungen erkliren in B eine eindeutige 
Funktion. 

Der hier bewiesene Satz ist wesentlich an die Voraussetzung eines ein- 
fach zusammenhingenden Bereiches B gebunden. Ist B mehrfach zusammen- 


Fig. 59. 


»~y 
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hangend, so bleibt bei sonst unveriinderten Voraussetzungen der Satz nicht 
mehr richtig. Denn dann kann das Polygon, das wir beim Beweis benutz- 
ten, Randpunkte des Bereiches umschlieBen. Dann besteht sein Inneres 
nicht nur aus Bereichpunkten, und die Dreieckzerlegung fiihrt aus dem 
Bereich heraus. So ist z. B. der log z auf jedem Wege in einem um den 
Nullpunkt gelegten konzentrischen Kreisring fortsetzbar, ohne doch in 
diesem Bereiche eindeutig zu sein. 

Der Satz kann auf Funktionen erweitert werden, welche zwar nicht selbst 
auf allen Wegen fortsetzbar sind, welche aber die Higenschaft besitzen, 
daB ihre einzigen bei Fortsetzung im gegebenen Bereiche erreichbaren Sin- 
gularitaten Pole sind. Der Beweis verliuft ganz dhnlich wie eben, nur mu8 man 
jedesmal, wenn die Fortsetzung von f(z) selbst zum Stocken kommt, zur 
reziproken Funktion iibergehen. Dann erkennt man wie eben, daf die bis 
auf Pole in einem einfach zusammenhdngenden Bereiche reguliren Funktionen 
notwendig eindeutig sind. 


§ 8 Das Spiegelungsprinzip. 


Der einfachste Fall ist der, da eine analytische Funktion ldngs eines 
Stiickes der reellen Achse regular ist und auf diesem Sttick reelle Werte an- 
nimmt. Setzt man die Funktion nach beiden Seiten dieser Strecke auf kon- 
jugiert imagindren Wegen fort, so erhilt man in konjugiert imagindren 
Punkten, welche also zur reellen Achse spiegelbildlich liegen, konjugiert imagi- 
naire Funktionswerte. 

Der Satz sagt also einmal aus, daB man die Funktion auf emem Wege 
dann und nur dann fortsetzen kann, wenn man sie auf dem gespiegelten 
Wege fortsetzen kann. Hr gibt gleichzeitig eine Beziehung zwischen den 
so erhaltenen Funktionswerten an. Er enthilt also sowohl eine Aussage 
iiber die Méglichkeit als eine Angabe iiber den Verlauf der Fortsetzung. 

Zum Beweise nehme ich an, das Stiick der reellen Achse liege zwischen 
a und 6 und « sei ein Punkt desselben. Hine Potenzreihe $(¢— «), welche ' 
in der Umgebung der Stelle « auf der reellen Achse reelle Werte annimmt, 
ale reelle Koeffizienten. Denn die Koeffizienten sind bis auf die Fak- 


toren — den Ableitungen der Funktion im Punkte « gleich. Diese sind 


aber wie die Funktion selbst reell. Denn la8t man z. B. in eee leit ce 


zg und h nur reelle Werte durchlaufen, so kommt ein reeller Grenzwert 

heraus. Die Summe einer Potenzreihe aber mit reellen Koeffizienten nimmt 

in konjugiert imaginiren Punkten ihres Konvergenzkreises konjugiert 

imaginire Werte an. Nun werde ein solches Element auf konjugiert ima- 

ginéren Wegen fortgesetzt. Seien etwa #, B zwei konjugiert imaginire 
Bieberbach, Funktionentheorie I 15 
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Punkte im Konvergenzkreise und (2 — f) sowie $(z — 6) die durch un- 
mittelbare Fortsetzung erhaltenen Elemente. Dann sind die Koeffizienten 


dieser Reihen wieder bis auf den Faktor = die Ableitungen von %8(z— a) 


in den beiden konjugiert imagin’ren Punkten. Diese sind aber konjugiert 
imaginir. Nun hat man wieder in diesen beiden konjugiert imaginiren 
Konvergenzkreisen dieser beiden Elemente zwei konjugiert imaginare Punkte 
zu nehmen und da die neue Entwicklung anzusetzen. Wieder erhilt man . 
konjugiert imaginiire. Hlemente. 

Der Satz kann in mannigfacher Weise erweitert werden. Zuniichst 
werde angenommen, da die Funktion statt auf der reellen Achse auf irgend- 
einer Strecke einer anderen Geraden g, Werte annehme, die wieder irgend- 
einer Geraden g, angehéren. Dann nimmt die Funktion in Punkten, welche 
spiegelbildlich zu g, UViegen, Werte an, welche zu gy spiegelbildlich sind. 
Zum Beweise hat man nur eine Drehung beider Ebenen vorzunehmen, 
welche die beiden Geraden in -die reellen Achsen iiberfiihrt. Seien z B. 
z=c2,+6 und w,= Aw+B zwei Drehungen dieser Art, dann wird 
w,= Af(az,+6)+ B. Dies ist nun eine Funktion, welche fiir reelle z, 
reelle Werte w, annimmt. Sie nimmt daher in konjugiert imaginiren 
Punkten konjugiert ‘imaginiire Werte an. Gehen wir nun zu der z- und 
w-Ebene zuriick, so werden aus diesen konjugiert imaginiren Punkten 
Punkte, welche zu den Geraden g, und g, spiegelbildlich liegen. 

Es leuchtet ein, wie man statt mit Drehungen analoge Uberlegungen 
mit beliebigen winkeltreuen Abbildungen anstellen kann. Wir wollen z. B. 
beliebige lineare Abbildungen heranziehen. Da diese die reellen Achsen in 
Kreise tiberfiithren und dabei konjugiert imaginiire Punkte in inverse Punkte 
dieser Kreise verwandeln (S. 59), so gewinnen wir dann den folgenden 
Satz: 

Eine analytische Funktion sei auf einem Bogen eines Kreises K reguldr 
.und bilde thn auf einen Kreisbogen K, ab. Dann nimmt die Funktion bei 
der Fortsetzung auf zu K inversen Wegen stets zw K, inverse Werte an. 

Noch in anderer Richtung kann unser Satz vertieft werden. Man kann 
némlich ohne die Annahme auskommen, da® die Funktion auf dem Sttick 
der reellen Achse analytisch ist. Es gentigt die Stetigkeit vorauszusetzen, 
um daraus schon auf den analytischen Charakter zu schlieBen. Ich will 
die Voraussetzungen genau formulieren: 

In einem von emem Stiick der reellen Achse begrenzten Bereich B der 
oberen Halbebene sei f (2) eindeutig und analytisch. Uberdies, sei die Funktion 
im abgeschlossenen Bereich, also namentlich auf der reellen Achse stetig und 
nehme hier reelle Werte an, dann ist sie auch auf der reellen Achse analytisch. 


Ee 
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Zum Beweise spiegeln wir den Bereich B an der reellen Achse und ver- 
einigen ihn mit diesem Spiegelbild zu einem gréfSeren Bereiche. Im Spiegel- 
bild werde die Funktion f(z) nun auch erklirt durch die Festsetzung, daB 
f (2) =f (2) sein soll, So erhalten wir eine im erweiterten Bereiche stetige 
Funktion, deren analytischen Charakter wir nachweisen wollen. Zu dem 
Ende schlagen wir um einen Punkt der reellen Achse einen dem Bereich 
angehérigen Kreis K und betrachten das dartiber im positiven Sinne erstreckte 


Integral 
2 0t Be fas: 


Hs stellt eine in K analytische Funktion dar. Ich werde beweisen, daB sie 
in B mit f(¢) iibereinstimmt. Dann stellt sie im tibrigen Teil des Kreises 
eine Fortsetzung von f(z) dar, so daB diese Funktion also tatsachlich auf 
der reellen Achse regular ist. Sei also z im Integral eine Stelle aus dem 
oberen Halbkreis. Dann fiige ich die beiden iiber den Kreisdurchmesser 
erstreckten Integrale 


1 AG 
2xi ges 
(§) 
und sem: fie dé 


zu. Ihre Summe ist Null, so daB dadurch keine Anderung eintritt. Dann 
kann ich das Integral in die beiden Integrale tiber die beiden Halbkreise 
zerlegen. Das iiber den unteren Halbkreis verschwindet, das tiber den oberen 
Halbkreis ist gleich f(z), wie ich jetzt beweisen will. Ich betrachte zunichst 
statt des Integrales tiber den unteren Halbkreis pare ij 


das Integral iiber das Kreissegment der Fig.60. —— 

Dieses Integral verschwindet, weil im Jnneren sc oneoger ie 
dieses Segmentes fo) aor 

eine regulare Funktion von ¢ ist. Wéahle ich nun aber die Begrenzungs- 
gerade des Segmentes geniigend nahe an der reellen Achse, so sind Segment- 
integral und Halbkreisintegral wegen der Stetigkeit der Funktion f(§) be- 
liebig wenig verschieden. Daher ist auch das untere Halbkreisintegral Null. 
Durch dieselbe Uberlegung erkennt man auch, daf das obere Halbkreisintegral 
den Wert f(z) besitzt. 

Als Anwendung dieser Uberlegungen wollen wir den folgenden Satz be- 
weisen. Von einer Funktion f (2) sei bekannt, dap sie im Inneren des Ein- 
heitskreises bis auf Pole regulir ist, daB sie am Rande des Linheitskreises 
stetig ist und daselbst den Betrag Eins besitet. Dann ist die Funktion not- 

15* 


— 
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wendig rational. Denn nach dem eben bewiesenen Satze ist die Funktion 
auf dem Winheitskreise regulir') und daher nach dem Spiegelungsprinzip 
in der ganzen Ebene bis auf Pole regular. Daher ist sie nach 5.151 eine 
rationale Funktion. 


Neunter Abschnitt. 


Einiges iiber algebraische Funktionen. 
§ 1. Allgemeine Sitze. 


Unter einer algebraischen Funktion versteht man eine Funktion w (2), 
welche einer algebraischen Gleichung zwischen w und z geniigt. Diese Gleichung 
sei f(w, 2)= 90. Dann bedeutet also f(w, 2) eine ganze rationale Funktion, 
die in w vom n-ten, in z vom m-ten Grade sein mége. Tragt man einen 
bestimmten Wert von z ein, so erhilt man eine algebraische Gleichung in 
w, die im allgemeinen vom m-ten Grade sein wird. Der Grad erniedrigt 
sich nur dann, wenn man fiir z eine Nullstelle des Koeffizienten gewahlt 
hat, welchen w” bekommt, wenn man die Gleichung nach Potenzen von w 
ordnet. An diesen Stellen liegen die Pole der Funktion w (z). Wir miissen 
nimlich durchweg auch das Unendlichferne beriicksichtigen. Das geschieht 
in bekannter Weise durch Hinfiihrung von w = ~ oder wenn man w (2) fiir 
z= oo untersuchen will, durch Einfiihrung von z= Le Trigt man dann 
;, fit w ein, so erhilt man eine Gleichung in 7, deren Absolutglied der 


seitherige Koeffizient der héchsten Potenz von w wird. Wé&ahlt man dann 
2 80, daB dieses Absolutglied verschwindet, so hat die entstehende Gleichung 
eine einfache oder mehrfache Wurzel 7 = 0. In ihrer Umgebung kénnen 
wir dann die Wurzeln genau so untersuchen, wie das jetzt bei der Gleichung 
f (w, 2) in der Umgebung jeder anderen Stelle geschehen wird und wie dies 
im wesentlichen 8. 192 bei der allgemeinen Betrachtung der impliziten Funk- 
tionen vorgezeichnet ist. 

Wir betrachten also nun zunichst die Funktionselemente einer algebraischen 
Funktion, und dann wollen wir den Aufbau der Funktion aus diesen Ele- 
menten etwas naher untersuchen. 

Ich nehme zuniichst einen Wert z=a, fiir den f(w,z)=On ver- 
schiedene endliche Wurzeln Wy, W,,°+*W, besitzt. FHiir diesen Wert ist 
also der Koeffizient von w”® von Null verschieden und fiir keines der 


Wertepaare (a, w,)--+ (a, w,) verschwindet a (w, 2). Wir kénnen somit 


1) Man erkennt dies nach einer vorhin schon angewendeten SchluBweise durch 
lineare Abbildung des vorigen Satzes. 
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den S. 192 bewiesenen Satz iiber implizite Funktionen anwenden. Es gibt 
daher n verschiedene Funktionselemente, 


B, @ —- a),--- Bn (e— a); 


die fiir z= a bzw. die Werte w,, w,,--- w, annehmen, und die in der Um- 
gebung von z=a der Gleichung 


f (Px (2 — a), 2) = 0 (x = 1,2---m) 


gentigen. Jedes derselben definiert somit eine analytische Funktion w,, (2), 
die nach dem S. 204 bewiesenen Satz tiber die Permanenz der Funktional- 
gleichungen in ihrem Gesamtverlauf der Gleichung f (w, (2), 2) =0 geniigt. 
Da aber die Méglichkeit besteht, daB einzelne der m Elemente auseinander 
durch Fortsetzung hervorgehen, wie z. B. bei w?— z=0, so brauchen die 
# eben erklarten Funktionen nicht voneinander verschieden zu sein. Bevor 
wir diese Dinge naher untersuchen, miissen wir einiges tiber die Singularititen 
der algebraischen Funktionen hervorheben. Wir wollen also jetzt die bis- 
her ausgenommenen endlichen und unendlichen z-Stellen untersuchen. Zu- 
nachst kann festgestellt werden, daB nur fiir endlichviele z-Werte die 
Gleichung f (w, 2)=0 in w mehrfache Wurzeln haben kann. Dazu mub 
namlich f (w, z) = 0 und a (w, z) = 0 fiir dasselbe Wertepaar (w, 2) richtig 
sein. Hliminiert man aber aus beiden Funktionen w, so erhalt man die 
Diskriminante von f(w,z). Ihre Nullstellen sind die z-Werte, zu welchen 
mehrfache w-Wurzeln von f(w,z)=0 gehéren kénnen. Sie ist eine ganze 
rationale Funktion von z vom Grade (m + n) (m+ n”— 1). Uber den Stellen 
der z-Ebene, wo die Diskriminante verschwindet, kinnen somit Verzweigungen 
von w (2) vorkommen. Hinzu kommen noch die Stellen 2, wo der Koeffizient der 
héchsten Potenz von w verschwindet. Denn dort liegen, wie wir sahen, die Pole 
der Funktion. Ferner bedarf z= oo einer besonderen Betrachtung. Im ganzen 
sind also hichstens (m + n)?— n + 1 Stellen in der z- Ebene als 2- Koordinaten 
singuliérer Stellen markiert.. Betrachten wir nun eine der endlichen singuliren 
z-Koordinaten, z= a, die zunichst nicht Nullstelle des Koeffizienten von 
w” sein moége. Hier ist der WeierstraBsche Vorbereitungssatz anzuwenden. 
Er lehrt uns, daS man um die betreffende Stelle eine Umgebung abgrenzen 
kann derart, daB zu jedem Punkt der Umgebung » gewohnliche, die Gleichung 
lésende Funktionselemente gehéren. Es bleibt also nur noch festzustellen, 
wie dieselben in der Umgebung der Stelle durch Fortsetzung auseinander 
hervorgehen. Es leuchtet ein, daB man jedes dieser Klemente auf jedem in 
der Umgebung gelegenen Weg, welcher die Stelle selbst nicht trifft, fort- 
setzen kann. Denn sonst gabe es in jeder Umgebung von =a weitere 
z-Koordinaten von singuliren Stellen, was offenbar nicht zutrifft. Betrachten 
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wir also ein Element mit einer z-Koordinate, das dieser Umgebung angehdrt, 
setzen es auf irgendeinem Weg bis an ¢=a hin fort. Wenn wir dabei 
nicht zu einem reguliren Element $8 (2 — a) gelangen, so erhalten wir durch 
diese Fortsetzung eine singulaire Kette, die eine singulire Stelle mit der 
z-Koordinate a bestimmt. Ich nehme an, sie sei w-deutig wu >1. Dann 
ist sie nach den -vorausgegangenen Ausftihrungen vollig w-deutig (vgl. 8. 215). 
Fiihrt man daher durch t = /z—a die neue Variable ¢ ein, setzt also 
2=a+t in f(w,z)=0 ein, so wird die Umgebung der singuliren Stelle 
auf die schlichte Umgebung von ¢=0 abgebildet. Die in jener Umgebung 
eindeutig erklirte Funktion w (z) geht dabei in eine um ¢= 0 eindeutig 
erklarte Funktion tiber, welche in dieser Umgebung mit etwaiger Ausnahme 
von ¢=0 selbst regular und nach dem 8.194 bewiesenen Vorbereitungssatz 
auch beschriinkt und bei ¢=0 stetig ist. Sie kann daher in dieser Um- 
gebung durch eine Potenzreihe ‘$8 (¢) dargestellt werden. Daher ist w (z) 
selbst in der Umgebung jener singuliren Stelle durch eine Reihe B (‘V/2—a) 
dargestellt. An einer z-Stelle, wo der Koeffizient von w” verschwindet, 
kann man die endlichen Wurzeln wie seither untersuchen. AufSerdem hat 


weepes 1 : 
man durch Hinfitihrung von w= 7 noch nach unendlichen Wurzeln zu 


fahnden. Man erhalt-so noch Funktionselemente von der Form w= i ee 


2 (Vz—a), wo v eine ganze Zahl und & (V/z—a) eine ae in 


Vz—a wit endlichvielen negativen Potenzen ist. Durch HKinfiihrung von 


z =+ untersucht man endlich noch die Umgebung von z= oo und erhilt 


so noch Elemente, die durch Laurentreihen & (V2) mit endlichvielen 


negativen Potenzen von v2 dargestellt werden. 


Diese Umstiinde rechtfertigen die schon oben fiir die hier auftretenden 
Singularitaéten gebrauchte Benennung ,,algebraischer Verzweigungspunkt“. 
Wenn wir zu den Stellen algebraischen Charakters die reguliren Stellen und 
die Pole noch hinzurechnen, so treten also bei algebraischen Funktionen nur 
Stellen algebraischen Charakters auf. 

Die Gesamtheit aller dieser Elemente, welche aus einem derselben durch 
Fortsetzung hervorgehen, machen also eine algebraische Funktion aus. Wir 
zeigen Zuniichst, daB die bisher gefundenen Kigenschaften fiir die algebraischen 
Lunktionen charakteristisch sind, daB also umgekehrt eine jede endlichviel- 
deutige Funktion w(z), welche nur algebraische Singularititen besitet, einer 
algebraischen Gileichung f (w, 2) = 0 geniigt. 

Bemerkung: Die Bedingung ,,endlichvieldeutig“ ist wesentlich. Wir 
werden z. B. in den elliptischen Integralen erster Gattung Funktionen kennen 
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lernen, die nur algebraische Singularitiiten besitzen, die aber trotzdem unendlich- 
vieldeutig sind und also nicht algebraisch sein kénnen. 

Ich beweise zunichst, daB nur tiber endlichvielen ¢-Stellen Singularitaten 
der Funktion liegen kénnen. Zu dem Zweck stelle ich zuniichst fest, dab 
unter einer endlichvieldeutigen Funktion eine Funktion zu verstehen ist, 
fiir welche die Zahl der zu den einzelnen Stellen gehérigen reguliren oder 
algebraisch singuliren Klemente beschrinkt ist. Sei diese Anzahl etwa 
héchstens v, so definiere ich eine v-deutige stetige Funktion auf der durch 
stereographische Projektion der z-Ebene erhaltenen Zahlenkugel dadurch, 
daB ich jeder Stelle die-» (auf der Kugel gemessenen) Konvergenzradien 
der zugehérigen Elemente zuordne. Diese stetige Funktion besitzt somit 
nach bekannten Siitzen iiber stetige Funktionen ein wesentlich positives, 
also yon Null verschiedenes Minimum og, Denn sie ist ja tiberall. von Null 
verschieden. Das bedeutet aber, dafi die auf der Kugel gemessene Ent- 
fernung der z-Koordinaten zweier singuliren Stellen mindestens 9 betrigt. 
Daher k6nnen nur iiber endlichvielen Stellen der z-Ebene solche Singulari- 
tiiten legen. Denn sonst miiBten diese Koordinaten einen Haiufungspunkt 
besitzen, und in der Nahe desselben liigen Koordinaten singulirer Stellen, 
deren Abstand kleiner als 9 wire. Somit gibt es auch in der z-Hbene 
Stellen, tiber welchen nur reguliire Elemente liegen. Ich greife eine solche 
Stelle beliebig heraus und nehme an, zu ihr gehérten die reguliiren Hlemente 
w,(2), w,(2)---w,(2). Wenn man dieselben auf beliebigen Wegen, die 
keine singulire z-Koordinate treffen, fortsetzt, so erhiilt man alle zu solchen 
Stellen gehdrigen reguliéren Elemente. Zu jeder reguliiren z-Koordinate ge- 
héren somit gleichfalls genau w reguliire Elemente. Bilde ich nun das 
Be (w — 1) (w— w,)--+ (w— Wy), 
so wird das eine eindeutige analytische Funktion von z. Denn wenn man 
dieselbe lings eines geschlossenen Weges in der z-Ebene fortsetzt, der keine 
singulire z-Koordinate trifft, so iindern die m aus w,---w, hervorgegangenen 
Elemente nur ihre Reihenfolge. Das Produkt bleibt somit ungedndert. 
Ordnet man es nach Potenzen von 2, so gilt der gleiche SchluB fiir die 
Koeffizienten, die ja symmetrische Funktionen der w,, w,,--- w, sind. Wir 
iiberzeugen uns nun weiter, daB diese Koeffizienten selbst nur algebraische 
Singularitiiten besitzen. Denn Singularitiiten kénnen nur iiber den endlichvielen 
ausgenommenen ¢-Stellen liegen. Setzt man nun die u-Elemente auf einem 
Weg fort, der an eine solche Stelle heranfiihrt, so erhilt man fiir einige 
dieser Elemente singulire Ketten, welche eine singulire Stelle definieren. 
Nach Voraussetzung hat man aber fiir die Umgebung einer jeden solchen 
_algebraischen singuliren Stelle eine Entwicklung der Funktion von der Form 
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Nt (Vz—a — a) oder (1/1) 


mit endlichvielen negativen Potenzen. Die vorkommenden Wurzelexponenten 
seien etwa 4,, 4,::: 4» Dann sei 4 das kleinste gemeinschaftliche Viel- 
fache dieser ganzen Zahlen. Dann lassen sich alle Wurzeln als ganze 


Potenzen von Ve —a oder Ve darstellen, somit sind alle Entwicklungen 


von der Form 8 (Vz —a) a), (1/1) . Jede ganze rationale Funktion von 
solchen Entwicklungen hat aber die gleiche Gestalt.) Die Koeffizienten 


unseres Produktes 
(w —,)-- é (w — Wx) 


sind aber solche ganzen Funktionen von mw solchen Entwicklungen. Daher 
besitzen diese Koeffizienten auch nur algebraische Singularitiiten. Da sie 
aber eindeutig sind, so kénnen diese Singularititen nicht Verzweigungs- 
punkte, sondern nur Pole sein. Daher sind nach 8.151 die Koeffizienten 
rationale Funktionen von z. Denn sie sind bis auf Pole regular. Daher 
ist die Funktion (w — w,)---(w— w,) eine rationale Funktion von z und w. 
Und der Gleichung gentigt unsere Funktion; sie ist also tatsachliech eine 
algebraische Funktion. 

Nun erinnern wir uns an die Beobachtung, da8 derselben Gleichung 
mehrere analytische Funktionen geniigen kénnen. Z.B. sahen wir schon 
_$. 206, daB nicht alle Elemente, die einer algebraischen Gleichung geniigen, 
auseinander durch Fortsetzung hervorgehen miissen. Jetzt aber haben wir 
gesehen, da diejenigen unter ihnen, die dies tun, fiir sich einer solchen 
algebraischen Gleichung gentigen. Wenn also die algebraische Gleichung 
f(w, 2)=0 so beschaffen ist, daB ein Teil ihrer Elemente fiir sich eine 
algebraische Funktion d-ten Grades bilden, die einer Gleichung f, (w, z) = 0 
gentigt, so muB sich f(w, z) in der Form f(w, 2) =f, (w, 2)- fi (w, 2) 
schreiben lassen, wo auch f,(w,z) eine ganze rationale Funktion von w 
und eine rationale Funktion von z ist. Denn seien w,---w, alle Zweige, 
welche der Gleichung f(w,z)=0 geniigen, und versteht man unter f,(z) 
den rationalen Koeffizienten von w”, so ist 


f(w, 2) = fy (2) (w= Ww) +++ (w— w,). 


1) Wenn also zwei Funktionen f, (z) und f, (z) an der Stelle z = a von algebraischem 
Charakter sind, so gilt das gleiche auch von Summe, Produkt und Quotienten. Daraus 
wieder kann man schlieBen, da8 Summe, Produkt und Quotient zweier algebraischer 
Funktionen selbst algebraisch sind. Ebenso erweist sich die Ableitung einer jeden 
algebraischen Funktion als algebraisch. 
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Seien weiter w,---w, diejenigen derselben, welche fiir sich der Gleichung 
f,(w, 2) =0 geniigen. Dann ist also (w—w,)--+(w—w,) =f, Daher 
wird (w— wWy41)+++(w— Un) = fh: 7 eine ganze rationale Funktion von w 
und eine rationale Funktion von z. Denn es ist jy h= f, also wie f) in ¢ 
rational, : 

Kine ganze rationale Funktion von w und z, welche man in zwei Fak- 
toren zerlegen kann, die beide in w ganz und rational sind und beide nur 
in z rationale Koeffizienten besitzen, nennt man reduzibel. Sollen also einer 
und dersellen algebraischen Gleichung mehrere verschiedene algebraische Funk- 
tionen geniigen, so mups die Gleichung reduzibel sein. Und umgekehrt geniigt 
eimer jeden irreduziblen Gleichung eine einzige algebraische Funktion. 

Wir gehen nun dazu tiber, in einigen Beispielen die Riemannschen 
Flachen von algebraischen Funktionen wirklich aufzubauen, um einen Uber- 
blick tiber den Zusammenhang ihrer Elemente zu gewinnen. 


§ 2. Die Gleichung z= w*+ 3u*+ 6w +1. 

Diese Gleichung definiert eine dreideutige algebraische Funktion w (z). 
Thre Riemannsche Fliache ist daher dreiblattrig tiber der z-Ebene ausgebreitet. 
Um den Zusammenhang ihrer Blatter ausfindig zu machen, miissen wir ihre 
Verzweigungspunkte untersuchen. Wir beginnen mit den im Endlichen ge- 
legenen. Wir miissen also die Stellen der z-Ebene ausfindig machen, fiir 
welche die Gleichung mehrfache w-Wurzeln hat. Diese Stellen geniigen 
der Gleichung 3w?+6w-+6=0. Wir erhalten also aus ihr zuniachst die 
Werte, welche die Funktion w(z) an jenen Stellen annimmt. Die zugehérigen 
z-Werte erhalten wir, wenn wir diese w-Werte in die gegebene Gleichung 
eintragen. Man findet so w=—1+i% und z=—3+22. Hs fragt sich 
nun also, wie die drei Zweige der Funktion w(z) in der Umgebung jener 
Stellen zusammenhingen. Zwecks Beantwortung dieser rage beachten wir, 
daB die Umkehrungsfunktion z(w) ja durchweg eindeutig ist. Soll also 
etwa w(z) an der Stelle a=—1-+i den Wert w=u und die HEntwick- 
lung w(z)=$ (V 2 — a) besitzen, so muB umgekehrt z(w) =a + [B (w—") 
an der Stelle w = w den Wert z =a A-fach annehmen Dann miissen also die 
2 —1 ersten Ableitungen der Funktion z(w) an dieser Stelle verschwinden. 
Tatsichlich verschwindet ja an der Stelle u die erste Ableitung 3w’ + 6w-+ 6, 
aber die zweite verschwindet nicht, da ja » und w einfache Wurzeln der 
. quadratischen Gleichung sind. Daher liegen tiber den Stellen a und a zwei- 
fache Verzweigungselemente (A= 2) der Riemannschen Fiche. Da aber 
die Flache dreiblattrig ist, so gehdrt 2u jeder dieser Stellen auBerdem noch 
je ein regulares Element. Nun haben wir noch den Blatterzusammenhang 


i 
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im Unendlichen zu untersuchen. Man sieht sofort, daB z(w) fiir w= oe 
einen dreifachen Pol hat, daher hat die Umkehrungsfunktion im Unendlich- 
fernen einen dreiblattrigen Verzweigungspunkt. Bei seiner Umlaufung hingen 
also die drei Blatter der Flache zusammen. Daher kann auch die Gleichung 
nicht reduzibel sein. Die Blatter seien durchlaufend numeriert. Dann miissen 
etwa bei Umlaufung von w Blatt I und II ineinander iibergehen, bei Um- 
laufung von w aber Blatt If und III. Denn wiren diese Verzweigungspunkte 
nicht in dieser Weise verteilt, so wiirde eines der Blatter im Hndlichen 
keine Verzweigung aufweisen. Bei Fortsetzung durch dieses Blatt erhielte 
man also eine durchweg eindeutige Funktion. Das lehrt der Monodromie- 
satz. Das sttinde aber im Widerspruch mit der Tatsache, daB bei Um- 
laufung des unendlichfernen Punktes sich die Funktion nicht reproduzieren 
kann. 

Man erhiilt einen vielleicht noch etwas deutlicheren Hinblick in den 
Aufbau der Fliche, wenn man sie auf die schlichte w-EHbene abbildet. Auf 
der Flache ist naimlich die Funktion w(z) eine eindeutige Funktion des 
Ortes. Diese nimmt dazu noch jeden Wert nur ein einziges Mal an. Denn 
um die z-Stelle zu finden, wo der Wert w, angenommen wird, hat man 
nur w, in die Gleichung einzutragen. Man findet ein einziges bestimmtes 
z, zu dem allerdings im allgemeinen drei dariiber gelegene Punkte der 
Fliche gehéren. In diesen drei Punkten nimmt aber w drei verschiedene 
Werte an, wenn nicht gerade iiber der z-Stelle ein Verzweigungspunkt 
liegt. Dann liegen aber auch keine drei Stellen der Fliche iiber diesem z- 
Wert. Denn der Verzweigungspunkt zihlt als eine einzige Stelle. Daher 
wird durch die Funktion w(z) die Fliche auf die schlichte w-Ebene abge- 
bildet. Um die Abbildung zu iibersehen, zerschneiden wir durch die gerade 
Linie, welche die Verzweigungspunkte verbindet, also die Gerade 2 = — 3, 
die ganze Flache in sechs Halbebenen, in deren jeder dann w(z) eine eindeutige 
Funktion ist. Auf dieser Geraden ist nun « = — 3. Tragen wir z=—3-+iy 
_in die Gleichung der Abbildungsfunktion ein und trennen Real- und Ima- 
ginirteil, so finden wir fiir die Bildkurve von « = — 3 in der w-Hbene: 


— 3 = w— 3uv?+ 3v— 80? + 6u+1 
y = 8u?v — ve? + burt 6». 


Wie sieht nun diese Kurve aus? Man erkennt leicht, daB die Gerade 
wu == —1 der Kurve angehért. Da diese von der dritten Ordnung ist, mub 
sie also in diese Gerade und einen Kegelschnitt zerfallen. Dieser wird - 
die Hyperbel: 3v?—(w+1)?=3. Von der Richtigkeit dieser Angaben 
tiberzeugt man sich leicht, wenn man die erste der beiden angeschriebenen 
Gleichungen betrachtet. Denn diese erste ist gerade die Gleichung der 


§ 2. Die Gleichwng z= w?+-3w?+6w +1 239 


Bildkurve. Die zweite gibt nur an, bene 

in welcher Weise die Werte des Para- BEE EEE HH 
meters y auf der Kurve verteilt sind. EHH 
Die Kurve dritter Ordnung sieht also so ASS ee ee 
aus, wie dies in der Fig. 61 angedeutet ist. H EEE EEE 
Sie zerlegt tatsiichlich die Ebene in sechs || | | | | | | | [ [J 4 
Bereiche. Diese entsprechen den _sechs + SEE 
Halbebenen, in welche die Fliche zerfiallt- SSGRRR OSHS TSE 
Die Bilder der Verzweigungspunkte wer- SSRRSPR Sha SAe 
den die Scheitel der Hyperbel. Die Brenn- an HE 
punkte der Hyperbel, welche wir in der || | | --rt Ty [TFA TT 
Fig. 61 besonders angedeutet haben, also RE SH 
die Punkte — 1 + 2%, liefern die in der || || [| [//]/T{[[//1/1 
Riemannschen Fliche in den dritten Blat- L| | 1 | 1 TTT TTT ttt 
tern tiber den Verzweigungspunkten ge- SEER EEE HHH 
legenen Stellen. Man sieht deutlich, wie [_| EHH 


in jedem Verzweigungspunkt vier Halb- 
ebenen zusammenstoBen. Dem entspricht 
es ja, daB in einem Hyperbelscheitel vier der Bereiche eine Ecke gemein- 
sam haben. Im Unendlichfernen aber stoBen alle sechs Bereiche zusammen, 
Um den unendlichfernen Punkt winden sich ja auch alle drei Blitter herum, 

Es bleibt uns nur noch die Bemerkung, daB das hier durchgerechnete 
Beispiel fiir alle Funktionen w(z) typisch ist, die durch Gleichungen drit- 
ten Grades ; 


Fig. 61. 


2=aw'+ aw + aw +a, 


mit a+ 0 erklirt sind. Nur konnen ausnahmsweise, wie etwa ¢= w%, die 
beiden endlichen Verzweigungspunkte zweiter Ordnung noch zu einem end- 
lichen Verzweigungspunkt dritter Ordnung zusammenriicken. Das mag nun 
noch etwas naher erdrtert werden. Zunichst leuchtet ein, daf der erste 
Teil unserer Uberlegungen, welcher uns den Aufbau der Fliche erkennen 
lieB, fiir den allgemeinen Fall in gleicher Weise angestellt werden kann, 
Solange die quadratische Gleichung, aus der wir die Verzweigungspunkte 
bestimmten, zwei verschiedene Wurzeln besitzt, mu die Fliche zwei Ver- 
zweigungspunkte zweiter Ordnung aufweisen. Im Unendlichen liegt immer 
ein Verzweigungspunkt dritter Ordnung, so da die Gleichung stets irre- 
duzibel ist. Daher miissen auch die beiden endlichen Verzweigungspunkte 
in der beschriebenen Weise auf die Bliitter verteilt sein. Wenn aber unsere 
quadratische Gleichung. eine Doppelwurzel hat, so verschwindet auch noch 
die zweite Ableitung der Umkehrungsfunktion, und dementsprechend weist 
die Fliche noch einen endlichen Verzweigungspunkt dritter Ordnung auf. 
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Die Fliche sieht dann so aus, wie wir das bei Funktionen der Art 
z=a-+(w—b)® gewohnt sind. Tatsichlich sind dies auch die einzigen 
Falle, bei welchen ein endlicher Verzweigungspunkt dritter Ordnung auf- 
tritt. Denn wegen des Verschwindens der zwei ersten Ableitungen muf 
die Funktion z(w) an der betreffenden Stelle ihren Wert dreimal annehmen. 

Auch unsere Bemerkung vom Zerfallen der Kurve dritter Ordnung in 
eine Gerade und einen Kegelschnitt tibertragt sich ohne weiteres. Denn 
da die Gerade, welche die Flache in sechs Halbebenen zerlegt, durch die 
Verzweigungspunkte hindurchgeht, hat die Kurve dritter Ordnung zwei 
mehrfache Punkte. Die Verbindungsgerade derselben schneidet also in mehr 
als drei Punkten und muB daher der Kurve angehéren. Auer der Geraden 
ist dann immer noch eine Hyperbel vorhanden, die im Falle des endlichen 
Verzweigungspunktes dritter Ordnung selbst wieder in zwei Geraden zerfallt. 


§ 3. Beliebige rationale Funktionen. 


Der eben am Beispiel aufgewiesene Sachverhalt, wonach die Riemannsche 
Fliche der algebraischen Funktion w(z) gerade das durch die rationale Um- 
kehrungsfunktion z(w) entworfene Bild der w-Ebene ist, bleibt bei den 
Umkehrungen beliebiger rationaler Funktionen z = f (w) richtig. Denn wir 
lernten ja 8. 206, daB die Gesamtheit der Funktionselemente von w(z) 
durch Umkehrung der Elemente von f(w) erhalten wird. Wenn /(w) als 
Quotient zweier teilerfremder ganzer rationaler Funktionen geschrieben 
-wird und die héchste dabei vorkommende Potenz von w die n-te ist, so 
lehrt der §. 184 bewiesene Fundamentalsatz der Algebra, daB zu jedem z- 
Wert » Werte von w gehéren, daB also die Riemannsche Flaiche n-bliatt- 
rig tiber der z-Ebene ausgebreitet ist. Ihre Verzweigungspunkte erhilt 

man, wenn man diejenigen Hlemente der price Funktion umkehrt, deren 
Ableitung nach dem Ortsparameter w —a oder = — im Mittelpunkt des EHle- 
mentes verschwindet, oder die einem moekeiaatead Pol entsprechen. Man 
hat somit die Nullstellen von f’(w) und von f'(<) es aufzusuchen und die 
mehrfachen Nullstellen des Nenners von f(w) zu bestimmen. Trigt man 
diese Werte in z= /(w) ein, so erhalt man diejenigen Stellen der z-Ebene, 
tiber welchen Verzweigungspunkte der Riemannschen Flache liegen. Nun 
verbinde man dieselben durch eine geschlossene Kurve ©, welche die 
z-Hbene in zwei Bereiche zerlegen midge. Ich will sie wieder Halbebenen 
nennen. Ich suche alsdann in der w-Ebene die Bildkurve ©’ von © auf. 
Sie zerlegt die w-Ebene in mehrere Bereiche. Jeder derselben wird 
durch z= f(w) auf eine der beiden Halbebenen abgebildet. Das folgt 
aus dem Satz auf S$. 189. Da aber durch © die Riemannsche Flache in 


§ 3. Beliebige rat. Funktionen. § 4. Die Gleichung w? = agat +4123 + ay2?+ a;,2+a, 231 


2nHalbebenen zerlegt wird, so zerfallt die w-Ebene durch w’ in 
2Bereiche. In derselben Reihenfolge wie diese aneinanderhiingen, hat man 
die Halbebenen der Riemannschen Flache aneinanderzuheften. Daher gibt die 
Bereicheinteilung der w-Ebene ein getreues Bild der Riemannschen Fiche. 
Gerade dies eben allgemein beschriebene Verfahren ist es, das wir im vorigen 
Paragraphen verwendeten. 


§ 4. Die Gleichung w = az" + ay 2 = Ay 2” + asz+ ay. 

Sie erklart eine zweiwertige Funktion w(z). An jeder Stelle unter- 
scheiden sich ihre beiden Werte nur durchs Vorzeichen. Die beiden Werte 
fallen in einen zusammen, wenn sie verschwinden. Das ist an den Null- 
stellen der Funktion vierten Grades der Fall. An den von diesen ver- 
schiedenen endlichen Stellen zeigt also auch jedenfalls nach dem Satze 
S. 156 die Funktion w(z) regulires Verhalten. Dasselbe ist auch an den 
etwa vorhandenen zweifachen Nullstellen des Polynomes der Fall. Denn sei 
etwa w?= (z—«)*g,(z). So wird w= (z— a) Vg,(2)= (2 — «) P(e — a). 
Liegt aber bei z =« eine einfache Nullstelle, so wird w= Vz — aYVQs(a). 
Dabei ist aber Yg,(z) wieder bei z =o regulir, so daB also bei z=« ein 
zweifacher Verzweigungspunkt liegt. Ebenso fiihren die dreifachen Null- 
stellen des Polynomes zu einem zweifachen Verzweigungspunkt. Falls a) von 
Null verschieden ist, also ein echtes Polynom vierten Grades vorliegt, be- 
sitzt w(z) im Unendlichen einen Doppelpol. Denn es wird 


1 i i ee ee” 
yaa Va, hae: Zz +r Oat tat Me Ligatog Bz): 


Wenn aber a,=0 und a,+0 ist, also ein Polynom dritten Grades vor- 
liegt, haben wir im Unendlichen einen zweifachen Vérzweigungspunkt, in 
welchem w(z) gleichzeitig unendlich wird. w(z) hat auf seiner Riemann- 
schen Flache dann im Sinne der S. 148 gegebenen Erklirung einen ein- 
fachen Pol. Wir nehmen nun zunichst an, die Nullstellen des Polynomes 
dritten oder vierten Grades seien alle von- 5 
einander verschieden. Dann hat also jedenfalls 
die zweiblattrige Riemannsche Flache vier Ver- 
zweigungspunkte, die beim Polynom vierten 
Grades alle vier im Endlichen liegen. Beim 
Polynom dritten Grades liegt einer der vier 
im Unendlichen. Der Aufbau der Flache aus 
den Elementen ist hiermit klargelegt. Man kann sich die Sache etwa 
dadurch anschaulich vorstellen, daB man sich zwei Exemplare der z-Ebene 
denkt. Ein jedes werde durch zwei Linien (Fig. 62) in gleicher Weise aut- 


Fig. 62. 
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a 


geschnitten. Die Linien sollen die Verzweigungspunkte a, b, c, d paarweise 
verbinden, In diesen Linien denke man dann die beiden Blatter kreuzweise 
aneinander geheftet. So erhilt.man eine Flaiche, die an jedem von 4, b, ¢, d 
verschiedenen Punkte eine schlichte Umgebung aufweist, sich aber um diese 
Punkte herumwindet. 

Man kénnte nun versuchen, sich den Aufbau noch weiter im einzelnen 
dadurch klarzumachen, daB man die Flache auf eine schlichte Hbene ab- 
bildet. Da ist aber zu bemerken, da8 eine umkehrbar eindeutige bis auf 
Pole reguliire Abbildung auf eine schlichte Ebene nicht méglich ist. Diese 
Abbildung kénnte namlich nur auf eine volle Ebene erfolgen. Anderen- 
falls hatte ja der Bildbereich Randpunkte. Sei A einer derselben, so ziehe 
ich eine Punktfolge des Bildbereiches heran, deren Grenzwert A sei. Diese 
Punktfolge besitzt eine Folge von Bildpunkten auf der Fliche. A, sei ein 
Haufungspunkt derselben. Grenze ich eine Umgebung um denselben auf 
der Fliche ab, so wird diese wegen des analytischen Charakters der Ab- 
bildung auf einen Bereich der Bildebene abgebildet,- welcher notwendig A 
enthalten muf, denn er enthalt unendlichviele Punkte der Folge und das 
Bild von A,, das aber nur A sein kann, im Inneren. 

Es bleibt also nur zu zeigen, daB man die Flache nicht umkehrbar ein- 
deutig auf eine schlichte volle ¢-Ebene abbilden kann. 

Um das einzusehen, betrachte ich die Umkehrungsfunktion 2 ( t), welche 
also in der endlichen ¢-Ebene bis auf Pole regular ist und dieselbe auf 
die zweiblattrige Riemannsche Flache mit vier Verzweigungspunkten ab- 
bilden miiBte. Sie nahme also einen jeden Wert genau zweimal an. Daraus 
folgt, da® sie rational sein mu8, Dies ist bewiesen (nach 8. 151), sowie 
wir gezeigt haben, daB z(¢) auch im Unendlichen von rationalem Charakter 
ist. Hiatte aber z(t) im Unendlichen eine wesentlich singulare Stelle, so 
kame sie nach §. 149 in beliebiger Nahe von t= oo jedem Wert beliebig 
nahe. Daraus folgt aber nach 8. 149, da®B sie einzelne Werte unendlich- 
oft annéhme. Das widerspriche ihrer Abbildungseigenschaft. Daher ist z (¢) 
rational. Da sie jeden Wert zweimal annimmt, hat sie die Gestalt 

@ = Ate Bire, 
Di?+ Ht+ F 
Sie ftihrt diejenigen endlichen Punkte der z-Ebene in endliche Ver- 
zweigungspunkte tiber, an welchen die Ableitung verschwindet. Die Ab- 
leitung verschwindet aber, wenn 


(AE— BD)#+2(AF—CD)t+BF—EC=0 


ist. Das ist aber eine quadratische Gleichung. Also werden lediglich zwei 
endliche Punkte der ¢-Ebene in endliche Verzweigungspunkte tbergefiihrt. 


4 


§ 4. Die Gleichung w? = aj24 + a,25 + age? + age + M4 933 


Daher miiBte noch ¢ = oo einen endlichen Verzweigungspunkt liefern, weil 
sonst nicht mehr als zwei herauskommen kénnen. Da es aber auf eine 
lineare Transformation von ¢ nicht ankommt'), so darf man annehmen, dab 
t = oo keinen Verzweigungspunkt liefert. Niemals kann also eine rationale 
Funktion die schlichte ¢-Ebene auf eine zweiblitirige Flache mit vier Ver- 
zweigungspunkten abbilden. 

Alles in allem ist somit folgendes bewiesen: Es ist wnméglich, 
eme zweiblattrige Riemannsche Fliche mit vier oder mehr Verzweigungs- 
punkten wmkehrbar eindeutig und analytisch auf einen  schlichten Bereich 
abzubilden. 

Man kann sich den eben aufgewiesenen Sachverhalt auch anschaulich 
so klarmachen: Es gibt auf der Riemannschen Fliche geschlossene Kurven, 
welche dieselbe nicht zerfillen. So denke man sich z.B. die vollaus- 
gezogene Kurve der Fig. 62 in dem einen Blatt gelegen. Sie zerschneidet 
die Flache nicht in zwei Stiicke, denn bei Durchlaufung der anderen zum 
Teil punktierten Kurve kann man von der einen Seite derselben auf die 
andere gelangen. Die ausgezogenen Teile dieser Kurve liegen im gleichen 
Blatt wie die erste geschlossene Kurve, die punktierten Teile aber im 
anderen, da man ja bei Uberschreitung der beiden Linien ab oder cd vom 
einen Blatt ins andere gelangt. Die Existenz solcher geschlossener nicht- 
zerstiickender Riickkehrschnitte, wie die ausgezogene Kurve der Fig. 62 
einer ist, laBt die umkehrbar eindeutige Abbildung der Flache auf eine 
schlichte Ebene unméglich erscheinen, weil es dort keine geschlossenen 
nichtzerlegenden Kuryen gibt.*) 

Fiir kompliziertere Riemannsche Flichen spielt die Maximalzahl der 
nichtzerstiickenden Riickkehrschnitte, das sogenannte Geschlecht der Flache, 
eine wichtige Rolle zur Klassifizierung. So ist also die schlichte Hbene 
vom Geschlecht Null, die zweiblittrige mit vier Verzweigungspunkten, wie 
man zeigen kann, vom Geschlecht Hins. Dies Geschlecht bleibt bei be- 
liebigen umkehrbar eindeutigen stetigen Abbildungen der Flachen un- 
geindert. Es ist, wie man sagt, eine Invariante der analysis situs. Die 
analysis situs hat es ja mit dem Verhalten der geometrischen Gebiide bei 
umkehrbar eindeutigen stetigen Abbildungen zu tun. So anschaulich be- 
stechend die durch die Riemannschen Flachen fiir die Funktionentheorie 


1) Hine lineare Transformation von ¢ bedeutet ja nur den Ubergang zu einer 
anderen schlichten Ebene. Man kann so stets erreichen, daB dem Unendlichen kein 


Verzweigungspunkt entspricht. 
2) Auf die Existenz solcher nichtzerlegender ,, Riickkehrschnitte“ fallt noch ein 
besonderes Licht durch die §. 246 naher zu besprechende gestaltliche Struktur dey 


Riemannschen Flache. 
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nutzbar werdenden geometrischen Vorstellungen auch sein mégen, fiir die 
Stringenz und Knappheit der Beweise wird damit wenig gewonnen. Im 
Gegenteil kommen damit ein gut Teil von Schwierigkeiten neu hinzu. 


Zehntet Abschnitt. 
Einiges tiber Integrale algebraischer Funktionen. 


§ 1. Die Integrale rationaler Funktionen. 


Die Partialbruchzerlegung lehrt, daB diese Integrale als Summe einer 
rationalen Funktion und des Logarithmus einer rationalen Funktion dar- 
gestellt werden kénnen. Diese Logarithmen selbst nehmen bei Umkreisung 
ihrer Singularitiiten um gewisse Konstanten zu. Alle Elemente der Inte- 
gralfunktion also, deren Ableitung dasselbe Element des Integranden ist, 
. unterscheiden sich voneinander um Konstanten, d. i. um Zahlen, die von 
der einzelnen Stelle des Hlementes unabhingig sind. Man nennt sie die 
Perioden des Integrales. Wir greifen nur ein Beispiel heraus, das uns 


schon S. 163 begegnete, den Arcustangens, Hs sei arctg z= ae Die 
Ausrechnung ergibt ; hae: 0 
arctg 2 = = log 5 ace 


Um die Funktionselemente des Integrales zu untersuchen, hat man die Ele- 
mente des Integranden zu integrieren. Alle liefern regulire Elemente. Nur 
die zu 2=-+7 gehdrigen Elemente des Integranden fiihren zu logarithmi- 
schen Singularititen. Bei Umlaufung dieser Stellen wichst der Arcustangens 
um a. Die zum gleichen z gehérigen Werte des Arcustangens unter- 
scheiden sich voneinander um Vielfache von x. Sie gehen daher aus- 
einander hervor, wenn man 2 geeignete Umlaéufe um +7 machen laBt. Da- 
her bilden alle diese Bestimmungsweisen des Arcustangens eine einzige 
analytische Funktion. 


§ 2. Quadratwurzeln aus Polynomen zweiten Grades. 


Man lernt schon in der Integralrechnung, daB man durch einfache Um- 
formung auf die Quadratwurzeln aus 1 + 2, 22+1 usw. zuriickkommen 
kann, und wenn man dazu noch das Komplexe zulaBt, so kann man sich 
auf die Betrachtung von Y1—<z? beschranken. Hier beginnen wir mit 
dem arcussinus, der uns schon S. 163 einmal begegnete.*) 


1) Der Leser rufe sich die Betrachtungen von S. 97 u. 8. 112 ins Gedichtnis zuriick, 


§ 2. Quadratwurzeln aus Polynomen zweiten Grades 235 


Man kann die Integralfunktion unmittelbar auf der Riemannschen 
Fiche des Integranden untersuchen. Man hat dazu vor allem einen Uber- 
blick tiber die verschiedenen Elemente des Integranden zu gewinnen und 
diese dann zu integrieren. Man findet so, da® der arcussinus im Endlichen 
als Funktion der Flache tiberall regular ist, daB er aber in den beiden un- 
endlichfernen Punkten logarithmische Verzweigungen aufweist. Denn dort 


wird rae oy i ti(; 4 : 
ee yt = =*(1 418 {- 
Vi-#@=ie V1 a2? also Vises Zz (1+) 8 (4), 


so da8 also das Integral logarithmisch verzweigt wird. In dem Ver- 
zweiguugspunkt z= -+ 1 wird weiter 


1 1 


VEST ps Cem pie v) 


also ps ERR a1). 


Hier ist also aresin zg nach der S. 70 eingefiihrten Ausdrucksweise 
regular. Hbenso ist es in den anderen Punkten der Flaiche. Bei Um- 
laufung eines unendlichfernen Punktes erfihrt der arcussinus einen Zu- 
wachs um 2z. Er ist also auf der Riemannschen Flache der Y1—z? nicht 
eindeutig, sondern unendlichvieldeutig. Dem entspricht es auch, da er, 
wie wir 5. 99 sahen, diese Flaiche auf einen Streifen der Breite 2a ab- 
bildet, wie das auch in der Periodizitét der Umkehrungsfunktion zum Aus- 
druck kommt. 

So wie den arcussinus kann man auch die tibrigen Integrale von 
rationalen Funktionen von ¢ und w = Y1 — z*aufder Riemannschen Fliche 
betrachten. Besser ist es aber jetzt —- und manchem Leser wird es schon 
fiir den arcussinus selbst besser erscheinen —-, wenn wir jetzt die ratio- 
nalisierenden Substitutionen heranziehen, die man ja schon im Reellen kennt 
und gerne verwendet. Diese Substitutionen laufen einfach darauf hinaus, 
daB man durch eine geeignete Abbildung, wie z. B. 


1—z 
a V; + 2 
die zweiblattrige Fliche der V1 — 2* auf eine schlichte volle ¢-Ebene ab- 
bildet und in ihr dann die Integrale untersucht.') Durch eine solche Sub- 
stitution werden die Integrale einer jeden rationalen Funktion von ¢ und 


der Y1 — z? notwendig Integrale rationaler Funktionen. 
Hine jede algebraische Funktion von z geht nimlich durch diese Sub- 


1) Vgl. hierzu S. 97 u. S, 112. 
Bie berbach, Funktionentheorie I 16 
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stitution in eine algebraische Funktion von ¢ tiber, Ist diese wie ¢ und 
V1— 2 dazu noch eindeutig, so ist sie rational. HEbenso ist dann auch 


de ; 
te rational. 

Wir wollen uns hier noch im Vorbeigehen den allgemeinen Satz 
notieren, daB alle Funktionen, die auf der Fliche durchweg von rationalem 
Charakter sind,-notwendig eindeutig sind und sich als rationale Funktionen 
von 2 und sf gs =w darstellen lassen. 

Dies leuchtet sofort ein, wenn wir eine spezielle Abbildung ¢(¢) der 
Flache auf eine schlichte ¢-Ebene betrachten und feststellen kénnen, daB 
ihr ¢ auf der Flache eine rationale Funktion von z und w ist. Hine solche 
Abbildung ist «. ede 
nale Funktion von z und w. Durch diese Abbildung gehen aber alle 
Funktionen, welche auf der Fliche durchweg von rationalem Charakter 
sind, in Funktionen tiber, welche in der ¢-Ebene durchweg von rationalem 
Charakter'), also rationale Funktionen f(t) sind. Sie sind also auch ratio- 
nale Funktionen von z und w. 

Jede andere Abbildung der Flache auf eine andere schlichte Ebene 
mu also durch eine in der ¢-Hbene rationale Funktion vermittelt sein, 
welche diese auf eine andere schlichte Ebene abbildet. Also sind alle 
anderen Abbildungen durch lineare Funktionen von dem eben eingefiihrten 
speziellen ¢ darstellbar. Alle die scheinbar verschiedenen rationalisierenden 
Substitutionen also, welche man im Reellen betrachtet und von welchen 
schon 8. 112 die Rede war, sind weiter nichts als verschiedene lineare 
Funktionen einer beliebigen derselben, z. B. des hier gewahlten ¢. 

Kehren wir nun zu den Integralen 


J(2)=fR(,VI— de, 


von welchem wir ausgingen, zuriick. Wir machen die Substitution 


Hier ist in der Tat ¢ eine ratio- 


Qt 
4 Ang? 


t= ekg 
ro) _ d. h. e= i also w = 


1) Ist z. B. f(2} bei z = 1 regular, so gilt eine Entwicklung 
: ae aati 


nun aber ist Yi—z=t-Y1+ 2 und gai =1+??8(t?). Also wird 


i ms ; 
Vi—z=(0. 
Also ist f(z) =8@. 


Ebenso schlieBt man an den tibrigen Stellen, 


iy 


OR be Ee artes bo 
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Dam wird J(2)= F()=—4 ff (Se ae 


Wir haben aiso das Integral einer rationalen Funktion vor uns. Wir 
wenden dies insbesondere auf 


gu msine= f 74 : 
faa 


an. An der unteren Grenze ¢=0 ist w(0) = +1 zu wihlen (8S. 100). 
Dann finden wir 


cos = —9f $= sn i= tlog(—ie + V1—# 3) 


Bei der Abbildung der Riemannschen Fliche auf die schlichte ¢-Ebene 
gehen die beiden unendlichfernen Punkte in die Punkte {= 0 und t = c 
tiber. Man findet bestitigt, daB hier der arcsin z logarithmische Verzwei- 
gungen aufweist. Gleichzeitig hat man eine tibersichtliche Vorstellung von 
der Bauart seiner Riemannschen Flache. Sie ist einfach das Bild der Rie- 


mannschen Flaiche von log 
Unmittelbar erkennt man auch wieder'), daB der arcussinus die ¢-Hbene 


und damit die zweiblattrige Fliche auf unendlichviele Streifen der Breite 
2 a abbildet derart, da® jeder Punkt der Fliche unendlichviele Bildpunkte 
besitzt, welche auseinander durch Verschiebung um Vielfache von 2 7 her- ~ 
vorgehen. Jede auf der Flache oder in der ¢-Ebene eindeutige Funktion 
von durehweg rationalem Charakter geht also durch diese Abhbildung in 
eine Funktion der Arcussinusebene iiber, welche durchweg im Endlichen 
rationalen Charakter aufweist, und welche bei Vermehrung ihres Argumentes 
um Vielfache von 2 x ungedindert bleibt. Sie wird also eine periodische 
Funktion der Periode 22. Dab sie V von rationalem Charakter wird, erkennt 
a eae 


i— 


man einfach daraus, dai ja ¢ = ——. = durchweg von rationalem Charakter 
in € ist. 
Aber man kann nicht umgekehrt sagen, daf alle eindeutigen Funktionen 
_von €, welche durchweg oder auch nur in der endlichen €-Kbene von 
rationalem Charakter sind, auf der Riemannschen Flache oder in der 
t-Ebene durchweg von rationalem Charakter seien. Sie kénnen vielmehr 
bei ¢= +i und t=—Zi ein ganz beliebiges Verhalten zeigen, Wenn sie 
uur in der tibrigen ¢-Ebene von rationalem Charakter sind, gehen sie in 
eindeutige Funktionen der ¢-Ebene tiber, welche durchweg von rationalem 


1) Vgl. S. 98, wo diese Dinge schon einmal von weniger hoher Warte betrachtet 
wurden. 
16* 
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Charakter sind. Die Hindeutigkeit ergibt sich wieder als Folge des ratio- 
nalen Charakters aus dem Monodromiesatz. 


§ 3. Elliptische Integrale erster Gattung. 


Unter einem elliptischen Integral versteht man ein Integral, dessen 
Integrand eine rationale Funktion von z und von der Quadratwurzel aus 
einem Polynom dritten oder vierten Grades von ¢ ist. Man betrachtet also 
zweckmiaBig das Integral auf der zweiblattrigen Riemannschen Fliche von 


w=YVa e+ a+ aye?+ age + ay, 
Wir wollen annehmen, da8 die Nulistellen des Polynomes voneinander ver- 
schieden seien. Denn sonst kommen wir wieder auf den schon im vorigen 
Paragraphen behandelten Fall eines Polynomes zweiten Grades zuriick. 
Wir betrachten in diesem Paragraphen das einfachste aller elliptischen 
Integrale, das Integral erster Gattung. Dies ist das Integral 


u(2Z) = = 
Als untere Grenze a sei dabei irgendeine ganz beliebige Stelle der Rie- 
mannschen Fliche von w(¢) gewahlt. Wir wollen den Verlauf dieser 
analytischen Funktion untersuchen. Zuniichst haben wir uns dazu wieder 
einen Uberblick tiber ihre Funktionselemente zu verschaffen. Es wird 
sich zeigen, da das Integral erster Gattung auf der Riemannschen Flache 
eine durchweg regulire, also auch polfreie Funktion ist. Wir scheiden die 
Elemente des Integranden in drei Sorten, in endliche regulire Elemente, 
in Verzweigungselemente und in unendlich ferne Elemente. 

An einer endlichen gewohnlichen Stelle « der Flache wird 


w (ce) 


iI : 1 
i ae Ble oe ct) ~ w (ce) yr [w (ce) ]? (2 ray ct) a ke 


e— & 


Also wird auch u(z) = §, (2 — a) = ae anf 


Dort ist also das Integral regular. Der Konvergenzkreis der Entwicklung reicht, | 
wie gleich angemerkt sei, bis zum nachsten Verzweigungspunkt der Fliche. 
An einer unendlichen Stelle, welche nicht Verzweigungsstelle sei‘), wird 


1 1 1 ft” ppl: 
aa PG) = ae 


Hier wird also eee (=) ies age 


1) Es liege also ein echtes Polynom vierten Grades vor. 


ee he ee 


\ 
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Also auch hier ist oe regulér. An einem endlichen Verzweigungspunkt 


ce wird 
iP, 


wv 


Be — «) = T+ +. (a+ 0). 


Also hier wird u(z) = B (Vz — a) = 20, Vz—at+-- 


Auch hier ist u(z) regular. Sei endlich im Unendlichen eine Verzweigungs- 
stelle der Flache, liege also ein Polynom dritten Grades vor, so wird 


es : \s 1 
w ¢ Al Bz ie (Fz) Ve, as 
Also wird @)=%(+)=—2 = 
o wir u(Z) B,( =) Vive 
Also auch hier ist u(z) regular. Wie im ersten Falle, so reichen auch in 
den anderen Fallen die Konvergenzradien bis zur nichsten Verzweigungs- 


stelle der Flaiche hin. Denn durch die ¥z—a=¢t wird z. B. ein bis zum ee 


nachsten Verzweigungspunkt reichender Kreisbereich der Fliche schlicht 
abgebildet, und in dem Bildkreis konvergiert die Reihe als gewdhnliche 
Potenzreihe in ¢. Also muB die Reihe 8(//z— «) auf der Flache auch in 
dem bis zur nachsten Verzweigungsstelle reichenden Kreis konvergieren. 
Die oben gegebenen Entwicklungen beginnen mit den im Ortsparameter 
linearen Gliedern. Daher wird die Umgebung einer jeden Stelle der Flache 
auf ein schlichtes im Endlichen gelegenes Gebiet der w- Ebene abgebildet, Wir 
wollen daraus schlieBen, daf die Riemannsche Fliche w(z) durch w(z) tiberhaupt 
auf die schlichte endliche w-Ebene abgebildet wird. Dazu betrachten wir 
die Umkehrungsfunktion z(w). Alle ihre Elemente sind von rationalem 
Charakter. Wir ordnen jeder Stelle des Bildbereiches iiber der w-Hbene 
eine Zahl zu: den Rationalitdtsradius der Funktion z(w). Das ist der Radius 
des gréBten um die betreffende Stelle als Mittelpunkt beschriebenen Kreises, 
in welchem z(u) durchweg von rationalem Charakter ist. Wenn also, wie 
wir beweisen wollen, z(w) in der ganzen endlichen Ebene von rationalem 
Charakter ist, so muB der Rationalititsradius an jeder Stelle unendlich sein. 
Ist dies aber nicht der Fall, ist er auch nur an einer Stelle endlich, so ist 
er, wie wir von S. 201/202 wissen, eine stetige Funktion des Ortes. Wir 
miissen aber nun weiter bemerken, daB in all den Bildpunkten, die dem 
gleichen Punkt der Flache entsprechen, der Rationalititsradius denselben 
Wert hat. Denn wenn das Integral eine mehrdeutige Funktion der Fliche 
ist, so kann es bei geschlossenen Umliufen nur um konstante Werte zu- 
nehmen, weil ja seine Ableitung eindeutig ist; wir haben also mit jedem 
Bild der Flache dann weitere Bilder, die aus ihm durch Parallelverschiebung 
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um solche Konstanten der Integralperioden hervorgehen. Gibt es nun aber 
um einen Punkt einen gewissen Rationalititskreis, so wird aus diesem 
durch die Parallelverschiebung ein genau ebenso grofer Rationalitatskreis. 
Fassen wir daher nun den Rationalitatsradius statt als Funktion der w-Kbene 
als Funktion auf der Riemannschen Fliche der Quadratwurzel auf, so wird 
er eine auf der Fliche eindeutige durchweg stetige Funktion, die nirgends 
verschwindet und stets positive Werte annimmt. Line solche Funktion 
besitzt aber bekanntlich ein positives Minimum. Also gibt es um jeden 
Punkt der w-Flache einen Rationalititskreis, dessen Radius oberhatb einer 
gewissen wesentlich positiven Grenze liegt. Daher kann es keine singu- 
laren Stellen nicht rationalen Charakters fiir die Funktion z(w) geben, denn 
bei Anniiherung an eine solche Stelle mtiBte der Rationalitatsradius den 
Grenzwert Null haben. Daher ist z(w) in der ganzen endlichen w-Hbene 
von rationalem Charakter und daher nach dem Monodromiesatz eine ein- 
deutige Funktion. Da weiter zy 
dw , 

ist, so ist auch w{2(u)} eine bis auf Pole regulire eindeutige Funktion. 
Daher vermittelt das Integral erster Gattung eine schlichte Abbildung der 
Riemanuschen Flache auf die w-Ebene. Denn anderenfalls miiBten zwei ver- 
schiedene Punkte der Riemannschen Fliche, also auch zwei verschiedene 
Wertepaare (z, w) einmal dieselbe Stelle der w-Hbene liefern, was wegen 
der Hindeutigkeit beider als Funktionen von w nicht angeht. Aus diesen 
Darlegungen ergibt sich auch, da der Bildbereich die w-Ebene vdéllig er- 
fiillt. Denn anderenfalls mii8te man bei Fortsetzung der Funktion 2(w) 
irgendwo einmal im Hndlichen auf eine singulire Stelle nichtrationalen 
Charakters stoBen. So erhalten wir den 

Satz: Das elliptische Integral erster Gattung vermittelt die schlichte 
Abbildung der Riemannschen Flache seines Integranden auf eine volle 
Ebene mit Ausschlu8 des unendlichfernen Punktes derselben. 


$4. Uher die Perioden eindeutiger analytischer Fanktionen. 


Wir haben damit gezeigt, daB das Integral erster Gattung die Riemannsche 
Flache auf die schlichte endliche wu-Ebene abbildet. Diese Abbildung kann 
aber nicht umkehrbar eindeutig sein. Unmdglich kann also das Integral 
eine auf der Flache eindeutige Funktion sein. Denn schon §. 232 haben 
wir festgestellt, da® eine umkehrbar eindeutige Abbildung der Flaiche auf 
einen schlichten Bereich nicht méglich ist. Andererseits kénnen sich die 
verschiedenen Zweige des Integrales nur um additive Konstanten unter- 
scheiden. Denn je zwei zur selben Stelle der Riemannschen Fliiche ge- 
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horige Elemente desselben haben dieselbe Ableitung. Bei Vermehrung von 
wu um diese Konstanten muB aber dann z(u) ungeiindert bleiben. aie ist 
2(u) eine periodische Funktion. Sie kann aber unméglich eine einfach 
periodische Funktion sein, d.h. eine Funktion, deren Perioden alle als 
Multipla eimer derselben, etwa p, aufgefagt werden kénnen. Denn 
sonst unterschieden sich alle Zweige des Integrales erster Gattung um 
Multipla von ». 

Das bedeutete aber, dab durch das Integral die Fliche auf unendlich- 
viele verschiedene Streifen der Breite p abgebildet wiirde. Jeder dieser 


Streifen aber wiirde durch die Funktion e?” ts =? auf die schlichte ¢-Ebene 
mit Ausschlu8 von i=0 und {= oo abgebildet. w-Stellen, die sich um 
Multipla von p unterscheiden, liefern die gleiche ¢Stelle. Hiner jeden Stelle 
der Flaiche enisprechen aber nur solche w-Stellen, die um Multipla von p 
verschieden sind, also entspricht jeder Flichenstelle genau eine ¢-Stelle. Die 
Riemannsche Fiche wiire also umkehrbar eindeutig auf die t-Hbene ab-— 
gebildet. Das geht nach S. 232 nicht an. Also kénnen nicht alle Perioden 
sich als Multipla emer derselben darstellen lassen 

Das Wort Pertode wird in zweierlei Sinn gebraucht. Hinmal versteht 
man darunter die Wertinderungen der integrale bei Umlaufen der Variablen, 
welche den Integranden uungedndert lassen. Man versteht unter Perioden 
bei eindentigen Funktionen f(z) auch die Zablen, welche eine Funktional- 
gleichung der Form f:2-+ p) =f (2) bedingen. Dann spricht man auch von 
periodischen Funktionen. 7(: ist also eine periodische, aber sicher keine 
einfach periodische Funktion. 

Wie miissen daher nun die Perioden der eindeutigen Funktion 2(w) be- 
schaffen sein? 

Um das klar zu beantworten, schalten wir eine Betrachtung tiber die 
Perioden beliebiger eindeutiger analytischer Funktionen f(w) ein 

Vor allen Dingen stellen wir fest, daB imit jeder Periode p auch alle 
ihre positiven und negativen Multipla Pésiiden sind, Denn wenn fiir alle w 
f(u+ p) =f (u) ist, so bleibt diese Gleichung also auch richtig, wenn ich 
statt w den Wert u+p eintrage. Das liefert aber f(uw-+2p)=/(ut+p) =f (u). 
So kann ich weiter schlieBen und erkennen, daf jedes positive Multiplum 


-yon p eine Periode ist. Trage ich aber statt wu den Wert u—p ein, so 


finde ich f(u) =f(w —p) und sehe also, daB mit jeder Periode p auch — p 
eine Periode ist. Also sind alle positiven und negativen Vielfachen von p 


auch Perioden.’) 
Ebenso erkennt man, daB mit je zwei Perioden p, und p, auch mp, +p, 


1) Solche Stellen sollen fortan dquivalente Stellen heien. 
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fiir beliebige ganze rationale m und m Perioden sind. Die Perioden bilden 
also hinsichtlich der Addition und Subtraktion eine Gruppe. 

Wir kénnen den Sachverhalt auch als Spezialfall allgemeinerer Zu- 
sammenhiinge auffassen. Die linearen Transformationen 


4, = 1(2), 
welche eine eindeutige Funktion f(z) ungeindert lassen, d.h. fiir welche 
f(A) = f() 


gilt, bilden eine Gruppe. Unter einer Gruppe von linearen Transformationen 
versteht man dabei ein System von Transformationen derart, daB mit zwei 
Transformationen ps pe Bee Ue 
auch die zusammengesetzte 2, = 1, {1,(¢)} zum System gehért und daB auch 
die inverse Transformation 2 =I—1(z,) einer jeden z,=J1(z) dem System 
angehért. In diesem Sinne bilden die Periodenvermehrungen, welche f (7) 
ungeiindert lassen, eine Gruppe. Funktionen, die bei solchen Substitu- 
tionen ungeiindert bleiben, heiBen automorphe Funktionen, so daB also die 
periodischen spezielle automorphe Funktionen sind. Weiter ist hiernach klar, 
daB die Betrige der Perioden einer eindeutigen Funktion eine von Null ver- 
_schiedene untere Grenze haben. Denn anderenfalls gibe es beliebig nahe 
bei der Regularititsstelle «= a Stellen, wo f(u) = f(a) ware. Nach 8.138 
wire also f(w) eine Konstante. Denken wir uns nun alle Perioden einer 
eindeutigen Funktion in der komplexen Ebene aufgetragen, so kénnen diese 
Periodenpunkte im Endlichen keinen Haiufungspunkt besitzen. Weil namlich 
die Differenz irgend zweier Perioden wieder eine Periode ist, so miiBte es 
sonst wieder Perioden von beliebig kleinem Betrage geben. In jedem um 
den Nullpunkt geschlagenen Kreise liegen daher nur endlich viele Perioden- 
punkte. Unter allen diesen greife ich einen von méglichst kleinem abso- 
luten Betrage heraus. Er sei p,. Betrachte ich dann alle Multipla dieser 
Periode, so Jiegen die entsprechenden 
4 4 *2 Periodenpunkte alle auf einer Geraden 
(Fig. 63). Auf dieser Geraden liegen auBer 
diesen keine weiteren Periodenpunkte. Denn sie teilen die Gerade in lauter 
Intervalle der Lange |p,|. Lige in einem Intervall ein weiterer Perioden- 
punkt, so unterschiede er sich von seinen Nachbarn um weniger als | p, |. 
Es gabe dann also wieder Perioden von kleinerem Betrage als | p, |. 
Hs ist nun mdéglich, daB mit diesen Multipla einer Periode die Gesamt- 
heit aller Perioden erschépft ist. Dann haben wir es mit einer einfach 
periodischen Funktion zu tun. Nehmen wir dann in der komplexen Ebene 


Fig. 63. 
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einen Streifen, der von zwei parallelen Geraden begrenzt sein mige, welche 
durch eine Verschiebung in Richtung und um den Betrag des Vektors p 
auseinander hervorgehen, so nimmt die Funktion f(u) alle Werte, deren 
sie tiberhaupt fahig ist, in diesem Streifen an. Denn verschieben wir den 
Streifen nacheinander um alle Periodenvektoren, | 
so erhalten wir eine liickenlose Hinteilung der 
Ebene in kongruente Streifen der Breite p 
(Fig. 64). Dies Verschieben bedeutet aber ein 
Vermehren von u um Perioden. Beim Ver- 
schieben bleibt also f(u) ungeindert. f(w) nimmt 
also in allen Periodenstreifen die gleichen Werte 
an. Beispiele solcher einfach periodischen Funk- | | 


tionen sind uns in der Exponentialfunktion und 
in den trigonometrischen Funktionen bekannt. 
Als Periodenstreifen der Exponentialfunktion kann 
ein von der reellen Achse und der Geraden J(u) = 2a begrenzter Streifen 
der Breite 27a gewihlt werden. Bei den trigonometrischen verliuft der 
Periodenstreifen parallel zur imaginiiren Achse und hat die Breite 2a. Daf 
z. B. bei der Exponentialfunktion keine weiteren Perioden vorhanden sind, folgt 
sofort daraus, daB nach S. 76 die Exponentialfunktion den Pericdenstreifen 
auf eine schlichte Ebene abbildet. Sie nimmt also keinen Wert im Streifen 
mehr als einmal an; der Streifen kann also auch keine aiquivalenten Punkte 
mehr enthalten. Daher gibt es keine weiteren Perioden. Ebenso sind die 
trigonometrischen Funktionen einfach periodisch. 

Wir nehmen nun als zweiten Fall den vor, wo auBer hp, noch weitere 
Perioden vorhanden sind. p, war eine kiirzeste Periode. 

Grenze ich nun um jeden Periodenpunkt der Geraden Op, einen Kreis 
vom Radius |p,| ab, so liegen im Inneren dieser Kreise keine weiteren 
Periodenpunkie und man sieht gleichzeitig, 
daB die Entfernungen aller weiteren Perioden- 
punkte von dieser ersten Periodengeraden eine 
positive untere Schranke haben. Diese ist 


durch die Strecke d=!!J/3 der Fig. 65 


gegeben. Mit jedem weiteren Periodenpunkt 
hat man gleichzeitig eine zu der ersten parallele 
Periodengerade. Denn mit p sind auch alle Punkte p + hp,, wo h eine 
beliebige positive oder negative ganze Zahl ist, Periodenpunkte. Auf dieser 
Geraden liegen die Periodenpunkte natiirlich wieder in Intervallen der Linge 
|p,|. Die simtlichen Periodenpunkte sind somit auf derartigen parallelen 


ec 


Fig. 64, 


Fig. 65. 
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Geraden angeordnet, Keine zwei derselben kénnen aus den dargelegten 
Griinden einen Abstand haben, der kleiner ist als d. Daher gibt es unter 
allen Periodengeraden zwei, deren Abstand D von der ersten mdglichst 
klein ist. Eine dieser greife ich heraus. p, sei irgendein auf ihr gelegener 
Periodenpunkt. Daher sind nun auch alle 
Punkte kp, Periodenpunkte. Sie legen 
2p wieder auf einer zweiten Geraden (Fig. 66). 
Lege ich durch diese Punkte Parallelen zu 
der ersten Periodengeraden und durch die 
Punkte der ersten Parallelen zu der zweiten 
Periodengeraden, so sind alle Schnittpunkte 
ub be des so erhaltenen Netzes Periodenpunkte 
(Fig. 67), da ihre Koordinaten die Gestalt 
hp,+kp, mit ganzzahligen h und k be- 
sitzen. Weitere Periodenpunkte kann es 
aber nun nicht geben. Denn die bisher erhaltenen Parallelen zur ersten 
Periodengeraden folgen in gewissen konstanten Abstiinden D aufeinander. 
Zwischen zwei solchen kann aber keine weitere parallele Periodengerade 
mehr liegen. Denn sonst erhielte man durch Addition der Multipla von 
p, za den darauf gelegenen Periodenpunkten zwischen je zwei aufeinander- 
folgenden eine weitere Periodengerade, wahrend doch die erste Parallele 
méglichst nahe an der ersten Periodengerade gewihlt war. Daher kénnen 
also weder im Jnneren noch anf dem Rand irgendeines der Parallelo- 
gramme, aus welchen sich das Netz aufbaut, weitere Periodenpunkte liegen. 
Auf den horizontalen Randern kann das nicht geschehen, weil da die 
Periodenpunkte in Intervallen der Liinge |p, | aufeinanderfolgen, an anderen 
Stellen ist es nicht médglich, weil die horizontalen Periodengeraden in Ab- 
stiinden der Liinge D aufeinanderfolgen. 

Alle Perioden lassen sich daher in der Form hp,+ ip, darstellen. h 
und & sind dabei irgendwelche ganze rationale Zahlen. Da also alle Perioden 
durch zwei passend gewihlte derselben ausgedriickt werden kénnen, nennt 
man Funktionen, die bei Vermehrung ihrer Variablen um alle diese Perioden 
ungeindert bleiben, doppelperiodische Funktionen. Die Benennung soll sie 
von den einfachperiodischen Funktionen unterscheiden, bei welchen sich 
alle Perioden als Multipla einer derselben darstellen lassen. Alle eindeutigen 
pertodischen Funktionen sind also entweder einfachperiodisch oder doppel- 
pertodisch. 

Wir kénnen nun auch die Frage nach der durch das Integral erster 
Gattung vermittelten Abbildung der Riemanuschen Fliche endgiiltig beant- 
worten. Die Abbildung liefert unendlich viele Bilder der Fliche, die aus- 


oT ae 


a 
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einander durch Verschiebung um Perioden hervorgehen. Da aber, wie wir 
wissen, die Perioden nicht Multipla einer derselben sein kiénnen, so heet 
der doppelperiodische Fall vor. Zwei Grundperioden') p, = 2a, und p, = 2 
bestimmen ein Periodenparallelogramm (Fig. 68). Da nie zwei Punkte aus 
dem Inneren eines solchen sich um 
Perioden unterscheiden und andererseits 
jeder Punkt der Ebene durch Perioden- 
vermehrung aus einem passenden Punkt 
dieses Parallelogrammes hervorgeht, so 
wird also die Riemannsche Fliche 
umkehrbar eindeutig auf ein solches 
Parallelogramm abgebildet, so zwar, 
daB zwei Punkte des Randes, die sich 
nur um eine Periode 2@, oder 2a, 
unterscheiden, demselben Punkt der 
Flaiche entsprechen. Wir haben diese 
Randerzuordnung (Fig. 68) durch Pfeile 
angedeutet. Ganz entsprechend liefern 
ja bei den einfachperiodischen Funk- 
tionen gegentiberliegende Randpunkte des Periodenstreifens denselben Wert 
der periodischen Funktion. 

Die Abbildung auf ein Periodenparallelogramm widerspricht also ganz 
und gar nicht der Tatsache, daB eine umkehrbar eindeutige Abbildung der 
Fliche auf einen schlichten Bereich nicht még- 
lich ist. Denn Randpunkte besitzen ja in diesem 
Bildbereich gar keine Umgebung. Was umkehrbar 
eindeutig auf das Innere des Parallelogramms ab-— 
gebildet wird, ist nicht die volle Riemannsche 
Flache, sondern ein Bereich, der aus ihr hervor- 
geht, wenn man die Bildkurven der Parallelo- . 
grammrander auf die Fliche einzeichnet und so aus ihr einen berandeten 
Bereich macht. 

Bei der Abbildung durch das Integral erster Gattung geht also jede 
Funktion, die auf der Riemannschen Fliche durchweg rationalen Charakter 
besitzt, in eine Funktion tiber, welche in der endlichen w-Hbene durchweg 
von rationalem Charakter ist. Ist die Funktion dazu noch auf der ur- 
spriinglichen Flache eindeutig, so geht sie in eine doppelperiodische Funktion 


f 


20,42, 


Fig. 68. 


1) Unter Grundperioden (oder primitiven Perioden) versteht man ein Periodenpaar 
(P,, Pz), aus dem sich alle anderen in der Form hp, + kp, mit ganzen rationalen h, k 
aufbauen lassen. 
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tiber. Insbesondere wird also jede rationale Funktion von z und w in eine 
doppelperiodische Funktion tibergefiihrt. Die Integrale solcher rationalen 
Funktionen, die elliptischen Integrale also, werden in die Integrale der 
doppelperiodischen Funktionen verwandelt; als solche sollen sie spater ge- 
nauer untersucht werden. 

Diese Abbildung der Riemannschen Flache auf ein Parallelogramm mit 
paarweise verbundenen (zugeordneten) Rindern wirft ein helles Licht auf 
die gestaltlichen Eigenschaften derselben. Denkt man sich namlich die 
Randerzuordnung durch Zusammenbiegen wirklich vollzogen, so entsteht 
eine Ringfliche (Schlauch, ahnlich einem Fahrradschlauch). Und nun wird 
auch die der schon 8.233 herangezogenen Existenz geschlossener F'lachen- 
kurven anschaulich klar. Dort namlich betrachteten wir Riickkehrschnitte 
— d.h. geschlossene Kurven — durch die die Flache nicht zerfallt. Jede 
Parallelogrammseite z. B. liefert ja auf dem Ring bzw. der Riemannschen 
Flache eine solche Kurve. 


§ 5. Nahere Untersuchung der elliptischen Integrale erster Gattung. 


Es wird zur Belebung der Vorstellungen beitragen, wenn wir die 
durch das Integral erster Gattung vermittelte Abbildung der Flache 
auf ein Parallelogramm etwas niher zu _ ergriinden suchen, Wir 
beschranken uns dabei auf den Fall, daB die vier Verzweigungspunkte 
der Flache auf der reellen Achse liegen. Sie seien der GréBe nach 
geordnet a,, a), 43, a. Hs sei also a,<a,<a,<a,. Zur Fixierung der 
Vorstellungen sei angenommen, da sie alle vier im Endlichen liegen. 
Durch eine lineare Abbildung der Flaiche kann dies ja stets erreicht 
werden. Durch einen lings der reellen Achse gefiihrten Schnitt werde 
zunichst die Fliche in vier Halbebenen zerlegt, die wir einzeln abbilden 
wollen. Ich beginne mit einer oberen Halbebene. Zuniichst habe ich 
festzusetzen, welchen Wert der 


V (4 — a) (2 —- ay) (@ — ag) (2 — a4) = w 


ich im Integral “= | — 
ay 
verwenden will. Die untere Grenze soll also in a, liegen, Ich setze 
2— A, = 1,92, 
verstehe dabei unter m, den aus Fig. 69 ersichtlichen Winkel. Fiir ein der 
oberen Halbebene angehériges z sei dann: 


1 iy 


Vz—a,=rie?. 


a ee = 
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Diese Erklarung hat zur Folge, da8 zwischen a, und a, die Wurzel w 
positiv wird, zwischen a, und a, positiv imaginar, zwischen a, und a, negativ 
reell und zwischen a; und a, negativ imaginir. 
Durchlaufen wir nun yon a, an nach rechts die 
reelle Achse, so wird wu stets wachsende positive 
Werte annehmen. Im Unendlichen erhilt es einen 
endlichen Wert; beschreiten wir dann die negative 
reelle Achse, so wichst u immer weiter, bis es in 
a, einen gewissen endlichen Wert , annimmt. Wandert dann z weiter auf 
der reellen Achse nach a, zu, so kommen nun positiv imaginire Beitriige 
hinzu; also bewegt sich wu in Richtung der positiv imagina’ren Achse weiter. 
Sobald a, erreicht ist, wo w den Wert w,-+ @, haben mége, macht w wieder 


eine Schwenkung um $ nach links, riickt wieder der reellen Achse parallel 


weiter, um endlich beim Durchgang von z durch a, nochmals links zu. 
schwenken. Sowie a, wieder erreicht ist, muB auch wu wieder im Punkt 0 
angekommen sein, denn w ist eine in der oberen Halbebene eindeutige 
Funktion. Nach dem §.189 angegebenen Satz wird daher durch das Integral 
erster Gattung die Halbebene auf das Innere des Rechteckes abgebildet, das 
u eben umlaufen hat. Auch die Abbildung der anderen drei Halbebenen 
kann nach dem Spiegelungsprinzip nun iibersehen werden. Der Vektor a, 4, 
geht ja in den Vektor 00, iiber. Daher wird die an der Strecke a4, ge- 
spiegelte Halbebene auf ein an Oo, gespiegeltes Rechteck abgebildet. Auf 
das aus beiden zusammengesetzte gréere Rechteck der @, ae) 
Fig. 70 ist so ein Bereich der z-Ebene abgebildet, der aus 
dieser durch Aufschneiden von a, bis a, entsteht. Spiegelt 
man daher das Rechteck der Fig. 70 an seiner vertikalen, lo 
auf der imaginaren Achse gelegenen Grenze, die dem 
Schlitzstiick von a, bis a, entspricht, so wird dies Spiegel- 
rechteck von der Umkehrungsfunktion des Integrales erster -----*--------------- 
Gattung seinerseits auf ein volles Exemplar der z- Ebene, nee 
also das andere Blatt unserer zweiblittrigen Fliche, abgebildet. Diese 
Flache selbst also wird auf das Rechteck der Fig. 71 abgebildet. Dem 
Rande des Rechteckes entspricht der Schlitz der Flache, welcher noch von 
a, bis a, reicht. Punkte des Rechteckes Fig. 71, welche sich nur durch 
das Vorzeichen yon wu unterscheiden, liefern bei der Abbildung tiber- 
einandergelegene Punkte der Flache. Das ergibt sich daraus, daB diese 
durchs Vorzeichen unterschiedenen Punkte gerade dadurch auseinander 
hervorgehen, daB man die beiden Spiegelungen nacheinander ausfiihrt. 
Hiner erneuten Spiegelung des Rechteckes an einer seiner Grenzen ent- 
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spricht eine Spiegelung der aufgeschnittenen Flache an der entsprechenden 
Begrenzungsgeraden. Setzt man diese Spiegelungen in infinitum fort, so 
erhalt man eine Bedeckung der ganzen Ebene 
mit lauter kongruenten Rechtecken. 
Wie verhalten sich nun z(w) und w (u) 
bei diesen Spiegelungen? Das lebrt uns wieder 
™ das Spiegelungsprinzip. 2 (w) ist auf den Be- 
grenzungsgeraden aller Rechtecke reell, und 
zwar sowohl der grofen von den Kanten- 
langen |2@,| und |2@,| als der kleinen 
punktiert angedeuteten (Fig. 72) der Kanten- 
lingen |@,| und |@,|, Daher bedeutet jede Spiegelung den Ubergang 
zum konjugiert imaginiren z Daher besitzt z denselben Wert in den 
in Fig. 72 markierten Punkten, die durch diese sukzessiven Spiege- 
tungen auseinander hervorgehen. Man sieht, daB diese in zwei Klassen zer- 
fallen, so daB die Punkte einer jeden Klasse 
auseinander durch die Deckschiebungen des stark 
ausgezogenen Rechtecknetzes hervorgehen.') Das 
sind die Verschiebungen uv,= u-+ 2ho, + 2ka,, 
wo h und k irgendwelche ganze Zahlen sind. Die 
Punkte zweier verschiedenen Klassen gehen aus- 
einander durch Vorzeicheninderung von wu hervor. 
Nun bleibt das Verhalten von w (uw) bei den 
Spiegelungen festzustellen. Dabei ist zu beachten, da w (w) auf den verti- 
kalen Geraden rein imaginar, auf den horizontalen aber reell ist. Das trifft 
zunachst fiir die Grenzen des ersten kleinen Rechteckes der Fig. 69 zu und 
ergibt sich daraus fiir die anderen durch Spiegelung. Hiner Spiegelung an 
einer horizontalen Geraden entspricht daher eine Spiegelung an der reellen, 
einer Spiegelung an einer vertikalen Rechtecksgeraden eine Spiegelung an 
der imaginiiren w-Achse. Man muB daher in der w-Ebene zwei horizontale 
oder zwei vertikale Spiegelungen nacheinander ausftihren, um Punkte des 
gleichen w zu erhalten. So nimmt also w denselben Wert in den gleich- 
markierten Punkten der Fig. 72 an. Das sind aber gerade die Punkte, die 
durch die Parallelverschiebungen der doppelperiodischen Gruppe mit den 
Perioden 2, und 2, auseinander hervorgehen. Das ist die Gruppe der 
Deckschiebungen des Netzes der groBen Rechtecke. ¢(w) und w (uw) sind 
daher doppelperiodische Funktionen der angegebenen Gruppe, und alle oben 
allgemein angegebenen Uberlegungen sind bestatigt. Auch im allgemeinen 


1) Die Punkte der einen Klasse sind durch Nullkreise, die der anderen Klasse 
durch Kreuze bezeichnet. 


Fig, 12. 


| 
» 
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Fall, also bei nicht nur reellen Verzweigungspunkten, kann man die Ab- 
bildung in &hnlicher Weise diskutieren und sich eine Vorstellung vom 
Verlauf der Bilder der geradlinigen Begrenzungsgeraden der Perioden auf 
der Riemannschen Flache verschaffen. Doch will ich die nahere Ausfiihrung 
dem Leser iiberlassen.') 

Aufer den eben betrachteten Rechtecken gibt es noch eine groBe Menge 
anderer Bereiche der w-Ebene, die durch die Umkehrungsfunktion des Jn- 
tegrales erster Gattung auf volle Exemplare der Fliche abgebildet werden. 
Man hat ja den Bereich nur so zu wahlen, daB er zu jedem Punkte der 
Flache einen Bildpunkt im Inneren oder am Rand besitzt. So wird z. B. 
ein brauchbarer Bildbereich ein jedes Rechteck, das aus dem gefundenen 
durch eine beliebige Parallelverschiebung hervor- 
geht. Denn die in Fig. 73 gleichnumerierten 
kleinen Rechtecke enthalten die Bilder der gleichen 


Jichenstiicke. Ein solches verschobenes Recht- 

eck wird also durch die bisherige Funktion z (w) Yj» 
uuf die in anderer Weise wie bisher aufge- 
schnittene Fliche abgebildet. Aber auch die 
wie bisher aufgeschnittene Fliche kann auf das 
verschobene Rechteck abgebildet werden. Man mu8 nur als Abbildungs- 
funktion das um eine passende Konstante vermehrte seitherige Integral erster 
Gattung wihlen oder, was dasselbe bedeutet, man mu8 nur die untere Grenze 
des Integrales in einen anderen Flichenpunkt legen. Man kann also die 
in der einen Weise aufgeschnittene Flache erst auf ein Parallelogramm?) 
abbilden und dann dieses auf die in der anderen Weise aufgeschnittene Flache. 
Daher erhalt man somit eine wnkehrbar eindeutige Abbildung der Riemann- 
schen Fliche auf sich, welche durch Funktionen vermittelt wird, welche 
durechweg von rationalem Charakter auf der Flache sind. Diese Abbildungen 
hiingen noch von einem komplexen Parameter ab. Sind dies die einzigen 
umkehrbar eindeutigen Abbildungen der Fliche in sich? 

Jeder umkehrbar eindeutigen Abbildung der Flaiche entspricht eine um- 
kehrbar eindeutige Abbildung der w-Hbene auf sich, welche den unendlich- 
fernen Punkt festlaBt, also durch eine ganze lineare Funktion von w ver- 
mittelt wird. Das kann man so einsehen. Hs sei etwa die Abbildung durch 
4=—f(4, w) und w,= 9%, w) vermittelt.*) Daraus erhiélt man durch Ein- 

1) Vgl.dazu: H. A. Schwarz: Crelles Journal Bd, 708, 121 ff, oder Ges. math. Abh. IIS. 84 ff. 

8) Wir fibren die Untersuchung gleich fiir beliebige Flichen durch. : 

3) f und g sind zwei auf der Flache eindeutige Funktionen von durchweg ratio- 
valem Charakter. §S. 273 werden wir lernen, daB man sie als rationale Funktionen 
von z und w darstellen kann. 


Fig. 73. 
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fihrung von u, und w, die den beiden Punkten (¢,, w,) und (2, w) ent- 
sprechen mégen, zwei Gleichungen zwischen u, und wu. Durch diese ist aber 
u, bis auf Vielfache der Perioden bestimmt. Denn zu jedem uw gehort ein 
bestimmter Punkt (z, w) der Fliche, zu diesem ein bestimmter Punkt (2,, w,) 
und zu diesem ein bis auf Periodenmultipla bestimmter Wert wu, des Integrales 
erster Gattung. Ich will mich an irgendeiner Anfangsstelle w = a fiir einen 
bestimmten dieser Werte von wu, entscheiden und dann w sich stetig andern 
lassen und die Funktion u, = g (w) analytisch fortsetzen. Sie ist dann stets 
eindeutig bestimmt, weil nie ein Zweifel sein kann, welchen ihrer um 
Periodenmultipla unterschiedenen Werte man zu nehmen hat. g (wu) ist also 
durch die ganze u-Ebene auf jedem Wege eindeutig fortsetzbar. Ebenso 
die Umkehrungsfunktion. Daher erhilt man durch g (uw) eine umkehrbar 
eindeutige Abbildung der w-Ebene auf sich. Sie bildet endliche w auf end- 
liche wu, ab, da das Integral erster Gattung tiberall auf der Fliche endlich 
ist. Daher ist nach 8. 152 tatsichlich g (w) eine ganze lineare Funktion, 
Au+ B. 

Bemerkung. MHitte ich mich im Anfangspunkt fiir einen anderen 
Anfangswert von wu, entschieden, so hitte ich eine andere von 
dieser um eine Periodenverschiebung unterschiedene Abbildung erhalten. 
Hiner Periodenverschiebung in der w-Hbene entspricht ja auch tatsich- 
lich die Abbildung der Fliche auf sich, die jeden ihrer Punkte an seinem 
Fleck laBt. 

Hs bleibt noch zu zeigen, da die gefundene lineare Abbildung gerade 
eine Parallelverschiebung sein mu. Das kommt so heraus. Wenn einer 
linearen Abbildung der w-Hbene eine umkehrbare eindeutige Abbildung 
der Flache auf sich entsprechen soll, so muff ein jedes Punktepaar der 
u-Hbene, das einem und demselben Punkt der Flaiche entspricht, in ein 
Punktepaar tibergeftihrt werden, das auch einem und demselben Punkt der 
Flache entspricht. D. bh. mit anderen Worten: Punkte, die um Perioden 
voneinander abweichen, miissen in Punkte iibergehen, die gleichfalls um 
Perioden verschieden sind. Seien also wu und «+o zwei solche Punkte, 
so findeichals Differenz derzugehérigen u,-Werte A (w+ )+B—(Au+B)=Ao. 
Also mu8 Aw fiir jede Periode m wieder eine Periode sein. Trage ich 
also alle Perioden in einer Periodenebene auf, so muB das System der 
Periodenpunkte durch die Drehstreckung v, = Av in sich‘) tibergefiihrt 
werden. Daraus entnimmt man sofort, daB die Drehstreckung nur eine 


1) Denn auch die inverse Drehstreckung fiihrt Perioden in Perioden tiber. Wire 
das nur ein Teil aller, so wiirde schon dieser Teil durch die Drehstreckung wieder in 
die Gesamtheit aller tibergefiihrt, also erst recht kommen durch die Drehstreckune 
ausgefiihrt auf alle Perioden wieder alle Perioden heraus. , 
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Drehung sein kann, sonst giibe es Perioden von beliebig kleinem absoluten 
Betrag, wie man durch mehrmalige Anwendung der Drehstreckung erkennt. 
Wenn aber die Perioden nicht eine ganz besondere Beschaffenheit besitzen, 
so kann diese Drehung nur um den Winkel Null oder 180 Grad erfolgen. 
Soll némlich die Drehung eine andere sein, so miissen z. B. Periodenpunkte 
vorhanden sein, die in den Ecken eines reguliren Polygones angeordnet 
sind. Das wird aber im allgemeinen nicht der Fall sein: 

Die einzigen Transformationen der Fliiche in sich driicken sich 
durch die linearen Abbildungen u,=u+b und u,=—ut+b mit villig 
beliebigem b aus. Nur in besonderen Fiéillen kommen noch weitere .Ab- 
bildungen hinzu. 

Diese besonderen Fille seien jetzt noch aufgesucht. Drehungen um 


Winkel a mit emem 7"), das die Sechs iibertrifft, kommen sicher nicht 


in Betracht, weil die Seite des reguliéren »-Hcks dann kiirzer ist als der 
Radius des umgeschriebenen Kreises. Ubt man niimlich auf die kiirzeste 
Periode die Drehungen aus, so erhalt man Periodenpunkte in den Ecken 
des reguliren m-Hcks. Da die Differenz zweier Perioden wieder eine 
Periode ist, so gibe es auch Perioden, deren Lange der Seitenlinge des 
reguliren ~-Hckes gleich ist, gegen die Annahme, daB der Radius die 
Lange der kiirzesten Periode angibt. Aus diesem Grunde kommen auch 
keine Drehungen mit »=5 in Betracht. Denn da die Drehung um 


180 Grad auf alle Falle vorhanden ist, so ware auch die Drehung um = 


dann vorhanden, was aus den eben dargelegten Griinden nicht méglich ist. 
Daher bleiben nur die Falle n= 4 und n=6. Denn n=8 tritt nicht 
selbstindig auf, wegen der immer vorhandenen Drehung um 180 Grad. 
Diese beiden Fille sind aber auch wirklich méglich. Im ersten Fall haben 
wir ein Quadratnetz, im zweiten ein rhombisches Netz. 


§ 6. Die Probleme der Uniformisierung. 


Es ist nun an der Zeit, die verschiedenen Parameterdarstellungen, die 
wir zum Studium mehrdeutiger Funktionen bisher herangezogen haben, 
unter einem einheitlichen Gesichtspunkt zu begreifen, Urspriinglich handelte 
es sich uns nur darum, das Verhalten in der Umgebung einer einzelnen 
singuliren Stelle nichteindeutigen Charakters zu untersuchen und zu Reihen- 


1) Drehungen um @-2x, wo o irrational ist, wtirden zu Hiufungen von Perioden- 


punkten fiihren und Drehungen 27 ~ mit teilerfremden m und n ziehen Drehungen 


af 
22 — nach sich, 
n 
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entwicklungen der Funktionen, zu einem Maf fiir die Vielfachheit ihrer 
Nullstellen und Pole in solchen Punkten zu gelangen. Dazu fanden wir 
in der Abbildung einer Umgebung solcher Stellen durch eine passende 
m-te Wurzel das geeignete Mittel. Alle Funktionen, die in einem gewissen 
um die Stelle gelegten Kreise auf allen die Stelle nicht treffenden Wegen 
fortsetzbar waren, und die als Funktionen dieser m-ten Wurzel aufgefaBt 
eindeutig wurden, die also bei m-maligem Umlauf um die Stelle sich re- 


produzierten, konnten in eine nach Potenzen von Vea fortschreitende 
Laurentreihe entwickelt werden, die in der Umgebung der Stelle konver- 
gierte. Damit war also in der Umgebung solcher Stellen das Studium der 
endlichvieldeutigen Funktionen auf das Studium der eindeutigen Funktionen 
zurtickgefiihrt. Das gelang auch bei den unendlichvieldeutigen Funktionen, 
wenn wir als Parameter log (¢ — a) einfiihrten. Dann wird aus einer der- 
artigen Funktion eine in einer gewissen Halbebene eindeutige regulire 
Funktion. 

Setzt man t=Vz—a, so werden g=a+i™,w=f(a-+ %) in der Um- 
gebung von ¢=0 eindeutige Funktionen. So haben wir eine auf den 
Parameter ¢ bezogene eindeutige Parameterdarstellung der um =a m- 
deutigen Funktion w=f(¢) in der Umgebung von ¢=0. Setzt man 


t=log(¢—a), so hat man in z=a+e,w=f(a+e-) eine Parameter- — 


darstellung der um z= <a beliebig vieldeutigen Funktion w = f (¢). 

In wesentlich weitergreifendem Umfang haben wir nun neuerdings 
Parameterdarstellungen herangezogen. Statt den Arcussinus auf der zwei- 
blattrigen Flache der Vi—# zu betrachten, wandten wir eine der vielen 
Parameterdarstellungen des Kreises 2? + w*=1 an und gelangten so zum 
Studium eines Integrales einer rationalen Funktion. Bei diesen Parameter- 

‘ darstellungen des Kreises wollen wir nun einen Augenblick stehen bleiben. 
Wir fiihren ein 


e=5 (t+ 4) 
Dann wird w= + = (¢ —+). 


Wir sahen, daB mit jeder solchen Parameterdarstellung auch jede andere 
brauchbar wird, die aus ihr durch eine lineare Anderung des Parameters ¢ 
hervorgeht. Dahin gehért ja auch die wohl bekanntere rationale Para- 


meterdarstellung Se Tees 
ee ee 7 W= eo 2° 
t 1+. 
Sie geht aus jener hervor, wenn man 
14% ; 
t= aad eintract. 


rf... ote 
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Bemerkung. Das doppelte Vorzeichen, welches w in den Parameter- 
darstellungen besitzen kann, kommt von der Zweiblittrigkeit der Fliche 
her. Es steht ja noch véllig in unserem Belieben, welche der Werte w 
wir im oberen und welche im unteren Blatt unterbringen wollen. Diese 
beiden Moglichkeiten prigen sich in dem doppelten Vorzeichen aus, so daf 
wir also je nach der Wahl des Vorzeichens, die wir treffen, zwei ver- 
schiedene Parameterdarstellungen erhalten. 

Neben diesen rationalen Parameterdarstellungen des Kreises kennen wir 
noch die transzendenten, z. B. z =sin gy, w= cos g. Auch diese sind in 
unseren obigen Hrorterungen iiber den Arcussinus mitenthalten, Denn wir 
stellten ja ausdriicklich fest, da® alle auf der Flache eindeutigen rationalen 
Funktionen in periodische eindeutige Funktionen der p-Ebene tibergehen. 


2 


dz 


—_ ist. 
‘1 — 2 


Insbesondere wird z= cos gm und w -=sin gy, wenn y = f 
0 


Wir wollen nun den inneren Unterschied dieser verschiedenen Arten 
von Parameterdarstellung aufsuchen. Er liegt in einer Bemerkung, die wir 
S. 237 auch schon eingeflochten haben, naimlich, daB in p eindeutig nicht 
nur die eben genannten eindeutigen Funktionen der Flache werden, sondern 
alle Funktionen der Flache, die aufer in den unendlichfernen Punkten von 
rationalem Charakter sind, dort aber ein ganz beliebiges Verhalten zeigen 
diirfen. Gehen diese doch zunichst bei der Abbildung der zweiblattrigen 
Flache auf die schlichte ¢-Ebene in die Funktionen dieser ¢-Hbene tiber, 
welche auBer bei Null und Unendlich durchweg von rationalem Charakter 
sind, dort aber ein ganz beliebiges Verhalten zeigen diirfen. Und so wie 
diese Funktionen eindeutig werden, wenn man sie auf den Parameter log ¢ 
bezieht, so werden die Funktionen der zweiblattrigen Fliche eindeutig, 
wenn man den Arcussinus zu einer Parameterdarstellung des Gebildes heran- 
zieht. Denn man hat ja aresin ¢ =i log (— iz + V1 — 2”). 

Stellen wir einen Vergleich an. Alle in der z-Ebene nur bei Null und 
Unendlich m-blattrig verzweigten Funktionen sind rationale Funktionen des 
Parameters t= /z. Alle irgendwie verzweigten Funktionen werden ein- 
deutige Funktionen von ¢=logz. Die ,uniformisierende“, d. h. eindeutig 
machende Kraft des zweiten Parameters reicht also viel weiter als die des 
ersten. Hine wesentlich weitere Funktionenklasse wird bei Hinfiihrung des 
Logarithmus eindeutig. Freilich wird bei der Hinfiihrung dieses Parameters 
nicht jede Stelle algebraischen oder rationalen Charakters der uniformisier- 
ten Funktion zu einer Stelle rationalen Charakters der Parameterdarstellung. 
Die Stellen Null und Unendlich gehen in den unendlichfernen Punkt tier, 


wo z=e wesentlich singulir ist. Ebenso ist es bei dem Arcussinus 


17* 
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w =V1— 2 weist im Unendlichfernen zwei Stellen rationalen Charakters auf. 
Bei der rationalen Parameterdarstellung werden aus ihnen die beiden Stellen 
rationalen Charakters ¢=0 und ¢= oo. Bei der transzendenten Parameterdar- 
stellung aber gehen sie in die unendlichferne wesentlich singulare Stelle der Para- 
meterdarstellung tiber. Statt der beiden unendlichfernen Punkte kann man irgend 
zwei andere Stellen der Flache nehmen und verlangen, eine solche Parameter- 
darstellung des Kreises, also der Fliche w=/Y1—z* zu finden, daB alle 
Funktionen, die an diesen beiden Stellen irgendwie verzweigt sind, sonst 
aber rationalen Charakter aufweisen, eindeutige Funktionen des Parameters 
werden, die durchweg von rationalem Charakter sind. Wahlen wir als 
solche Punkte etwa die Verzweigungspunkte + 1, so leistet der Parameter 


t= log 5 alles Gewtinschte.. Wahlt man zwei andere Punkte (2), w), 
(2;, w,), so kntipfen wir erst an die Parameterdarstellung durch 
Zz =5(¢+%) an, Die beiden Punkte mégen etwa durch die Parameter- 


werte ¢ und ¢, charakterisiert sein. Dann muf man als Parameter 
t—t (2—z,) +2(w—w,) 
t—t, (2—4,) + 1(w— w,) 
eindeutige Parameterdarstellung aller der Funktionen zu finden, welche an 
irgend zwei Stellen der Flache etwa Verzweigungspunkte m-ter Ordnung 
besitzen diirfen. Hin geeigneter Parameter wird 


log wihlen. Ebenso lést man die Aufgabe, eine 


4 t—t, ead + 4(w— tw») 


t—t, V z—2,+i(w—vw,) 


Schwieriger, schon in der schlichten Ebene schwieriger, wird die Auf- 
gabe, eine Parameterdarstellung aller der Funktionen zu finden, welche an 
mehr als zwei, also an drei oder mehr Stellen vorgegebene Verzwei- 
gungen besitzen diirfen. Wenn dann zufallig die Funktionen auf einer Rie- 
mannschen Fiche eindeutig werden, deren schlichte Abbildung man bereits 
kennt, so ist die Aufgabe leicht zu lésen. Ein solcher Fall liegt z. B. 
8. 227 vor. Alle auf der dort betrachteten dreiblittrigen Flache eindeutigen 
Funktionen werden durch Abbildung dieser Flache auf die schlichte Ebene 
eindeutige Funktionen. Eine solche Abbildung wiirde durch die Funktion 
w(z) geleistet, welche durch die Gleichung 2 = w* + 3w?+6w + 1 erklart war. 


Das allgemeine Problem der Uniformisierung lauft darauf hinaus, fiir 
beliebige analytische Funktionen eindeutige Parameterdarstellungen zu finden. 
Sei also w = /(#) irgendeine analytische Funktion, so lautet die Frage, ob 
es zwei eindeutige Funktionen 2(¢) und w(é) gibt, die fiir ¢ und w in 
w = f(2) eingetragen, diese Gleichung identisch erfiillen, und zwar so, daB 
durch Elimination des Parameters aus den Elementepaaren rationalen 


a a a 
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Charakters von z(t) und w(t) alle Elemente algebraischen Charakters von 
w = f(z) erhalten werden. Es handelt sich also um eine eindeutige Para- 
meterdarstellung, eine Uniformisierung des Gesamtverlaufes einer analy- 
tischen Funktion. 


Hine Parameterdarstellung des Kreises, die diesen Forderungen geniigte, 
lernten wir in den rationalen Parameterdarstellungen kennen. Die tran- 
szendenten Parameterdarstellungen lésen zugleich in dem eben angegebenen 
Sinn eine allgemeinere Aufgabe. Sie uniformisieren Funktionen, die noch 
weitere Singularitiiten aufweisen. Z.B. wird ja auch durch eine rationale 
Parameterdarstellung von w = j1— 2? eine Parameterdarstellung der Funk- 
tion w= selbst geleistet. So erkennt man, da8 unsere Aufgabe stets 
mehrere Lésungen besitzt. 


Im elliptischen Integral erster Gattung lernten wir die Lésung unseres 
Uniformisierungsproblemes fiir die algebraische Funktion w? = a,z4+ a,2° ~ 
+ d,2*-+ a,¢-+ a, kennen. w und z werden eindeutige doppelperiodische 
Funktionen rationalen Charakters des Integrales erster Gattung. Alle auf 
der Flache unverzweigten Funktionen werden gleichzeitig eindeutige Funk- 
tionen rationalen Charakters in w. Also hier wird gleich eine ganz all- 
gemeine Funktionenklasse uniformisiert. Man kann auch hier die Aufgabe 
dahin erweitern, daB man an gewissen Stellen der Fliche Verzweigungen 
vorschreibt und alle Funktionen mit den gegebenen Verzweigungen zu uni- 
formisieren wiinscht. Damit erhalt man aber zugleich neue Parameterdar- 
stellungen von z und w selbst. Wir werden spiiter im zweiten Bande diese 
Probleme aligemein behandeln lernen; einige weitere Beispiele werden uns 
in diesem Buche schon begegnen. Hier sei nur noch ein Blick auf die 
Parameterdarstellungen selbst geworfen. Die Uniformisierungsfragen haben 
uns in den periodischen und in den doppelperiodischen Funktionen zu 
Funktionen gefiihrt, welche bei gewissen auf die unabhiingige Variable 
ausgefiihrten linearen Transformationen ungeandert blieben. Dahin gehért 

2in 
auch die Funktion w=", die bei den Transformationen z= 2,¢" “* 
(h = 0,1-+-m—1) ungedndert bleibt. Diese Transformationen, bei welchen 
eine eindeutige Funktion ungeindert bleibt, bilden stets eine Gruppe von 
Transformationen. Unter einer Gruppe hat man dabei in iiblicher Weise 
ein System von Transformationen zu verstehen, von der Art, dai erstens 
die Zusammensetzung zweier Transformationen der Gruppe wieder eine 
Transformation der Gruppe ergibt. Sind also z,=e¢,(z) und 4% = &(4) 
zwei Transformationen, so ist =, (1,(2)) eine zusammengesetzte. Daf 
diese die eindeutige Funktion f(z) ungeiindert lat, wenn die beiden zu- 
sammensetzenden das tun, leuchtet ein. Zweitens aber mu das System so 


@ 
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beschaffen sein, daf ihm auch die inverse Transformation einer jeden seiner 
Transformationen angeh6rt. 

Funktionen, die bei solchen Gruppen linearer Transformationen un- 
geiindert bleiben, die also fiir jede Transformation ~ 


2, = 1(2) 
der Gruppe der Funktionalgleichung 
(4) = f) 


gentigen, heiBen automorphe Funktionen der Gruppe. In diesem Bande 
werden wir die einfachperiodischen und die doppelperiodischen Funktionen 
noch niher untersuchen; erst im zweiten Bande werden uns allgemeinere 
Klassen von automorphen Funktionen begegnen. 


Hlfter Abschnitt. 
Abri8 einer Theorie der elliptischen Funktionen. 


§ 1. Allgemeine Sitze iiber doppelperiodische Fanktionen. 
Alle auf der zweiblattrigen Riemannschen Fliche der 
Vaet+ a,22+ age?+ a2 + a4 

eindeutigen Funktionen von durchweg rationalem Charakter gehen durch 
die Abbildung der Fliche mit dem Integral erster Gattung in doppel- 
periodische Funktionen von durchweg rationalem Charakter iiber. Diesen 
Zusatz ,von durchweg rationalem Charakter“ lassen wir fortan beiseite, 
weil wir andere doppelperiodische Funktionen nicht betrachten werden. 
Jeder doppelperiodischen Funktion entspricht umgekehrt eine eindeutige 
Funktion der Flache, die in der Umgebung einer jeden Stelle von ratio- 
nalem Charakter ist. Mit einer Theorie der doppelperiodischen Funktionen 
erhalten wir also zugleich eine Theorie dieser Funktionen auf der Rie- 
mannschen Fiche. Die doppelperiodischen und noch einige weiterhin zu 
nennende Funktionensorten begreift man unter dem Namen elliptische Funk- 
tionen. Die Theorie der doppelperiodischen Funktionen ist in manchen 
Stiicken der Theorie der einfachperiodischen verwandt, in vielen Stiicken 
aber auch einfacher als diese. Daher soll sie vor dieser behandelt werden. 

Satz I: Hine jede nicht konstante doppelperiodische Funktion nimmt im 
Pervodenparallelogramm einen jeden Wert gleichoft an.) 


1) Kin solcher Satz gilt bei den einfachperiodischen Funktionen nicht. Das lehrt 
schon die Funktion e’, welche im Periodenstreifen weder verschwindet noch unendlich 
wird. Freilich werden diese Werte als Grenzwerte erhalten, wenn man sich im Peri- 
odenstreifen dem unendlichfernen Punkt nihert. Vgl. auch S. 280. 
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Dabei hat man das Periodenparallelogramm so zu fixieren, daf ihm 
keine zwei um Perioden verschiedene Punkte angehéren, d. h. von Rand- 
punkten, die sich um Perioden unterscheiden, ist immer nur einer dem 
Parallelogramm zuzurechnen, also nur eine Ecke und von jedem paral- 
lelen Seitenpaar nur eine Seite. Da f(w) ebensooft den Wert a annimmt, 
als f(w)—a verschwindet, so geniigt es zu zeigen, daB die Anzahl der 
Pole einer doppelperiodischen Funktion mit der Zahl ihrer Nullstellen tiber- 
einstinmmt. Um das zu beweisen, bedienen wir uns des Cauchyschen 
Residuensatzes. Um ihn anwenden zu kénnen, wollen wir annehmen, daB 
auf dem Rande des Parallelogramms kein Pol und keine Nullstelle der 
Funktion liege. Durch eine geeignete Wahl der Lage des Parallelogramms 
kann dies immer erreicht werden. Bei einer Parallelverschiebung des Parallelo- 
gramms fndert sich namlich die Zahl der ihm angehérenden Nullstellen 
und Pole nicht. Um dies etwa bei den Nullstellen einzusehen, bemerken 
wir, da8 eine Anderung héchstens dann eintreten kénnte, wenn beim Ver- — 
schieben Nullstellen auf den Rand des Parallelogramms zu liegen kommen. 
Dann liegen aber auch in allen diquivalenten Randpunkten Nullstellen der 
doppelperiodischen Funktion. Von diesen ist aber wegen der vorhin gege- 
benen Vorschrift stets nur eine zu zihlen, denn von dquivalenten Rand- 
punkten gilt stets nur einer als zum Parallelogramm gehérig. Verschiebt 
man nun ein selches Parallelogramm und riickt dabei eine der Nullstellen 
yom Rande nach aufen, so riickt dafiir eine aquivalente ins Innere, so 
daB die Gesamtzahl der dem Parallelogramm angehérigen Nullstellen 
dieselbe bleibt. Das gleiche gilt auch, wenn bei der Verschiebung 
eine Nullstelle sich nur am Rande verschiebt. Durch eine solche Parallel- 
'yerschiebung kann man nun aber stets erreichen, da8 auf dem Rande 
Nullstellen und Pole nicht liegen. Denn sowohl die Pole wie die Null- 
stellen liegen wegen des vorausgesetzten rationalen Charakters isoliert und 
periodisch verteilt. : 

Der Unterschied zwischen der Zahl der Pole und der Nullstellen der 
Funktion f(w) wird nun durch das iiber den Rand des Parallelogramms 
erstreckte Integral 1 (fw) 


gegeben. 2, und 2q@, seien die Perioden. 
Die Ableitung einer doppelperiodischen Funktion ist selbst doppelperiodisch. 


Ste f(u + 20) =f (w) 
folgt f' (w+ 20) =f" (u). 
fw 


Daher ist der Integrand Hu) doppelperiodisch. 
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at 


Seien nun ©, und ©, zwei Integrationswege, die durch eine Perioden-, 
verschiebung w= + 2@ auseinander hervorgehen, so ist 


focoau= foe+2ede— fod 


G 
wenn g(u) doppelperiodisch ist.. Denn die beiden Integrale gehen durch 
die Substitution «w=£€+2@ auseinander hervor, wenn u={+ 2@ the 
Periodenverschiebung ist, die ©, in ©, tiberfiihrt. Fiir die iiber die Seiten 
des Parallelogramms der Fig. 68 erstreckten Integrale gilt daher 

a+2a, a+2o,+ 2, 
p (u)du= | p(w) du 
a a+2a. 
a+2w, at2ou,+2 0, 
und Je (u) du =o (uw) du. 
a at2w, 


Fiigt man das alles zusammen, so wird das iiber den Rand des Parallelo- 


gramms erstreckte 5 
pulgizy uF p(u)du=0 


fiir jede doppelperiodische Funktion p(w). Damit ist Satz I] bewiesen, denn 
man braucht ja nur das eben gefundene Ergebnis auf die doppelperiodische 


Funktion fe) anzuwenden. 


f(u 

Hider es Satzl: Es gibt keine doppelperiodischen Funktionen mit nur 
eimem (einfachen) Pol. Denn eben wurde gezeigt, daB fiir eine jede doppel- 
periodische Funktion g(u) das tiber den Rand des Periodenparallelogramms 
erstreckte fe) du =Q ist. Hatte nun g(u) nur einen (einfachen) Pol, 
so wire aber dies Integral nicht Null, sondern dem von Null verschiedenen 
Residuum dieses Poles gleich. 

Wohl aber gibt es doppelperiodische Funktionen, welche an einer ein- 
_zigen Stelle einen Pol, und zwar einen Doppelpol besitzen. Man erhilt eine 
solche, wenn man etwa eine Riemannsche Flache abbildet, die im Unendlich- 
fernen einen Verzweigungspunkt-hat. Dann mu8 die Umkehrungsfunktion 
des Integrales erster Gattung an der Bildstelle des unendlichfernen Punktes 
einen Doppelpol haben.') Sie besitzt offenbar keinen weiteren Pol, da ja 
die Flache nur diesen einzigen unendlichfernen Punkt hat. Man findet 
auch bestitigt, daB sie dann im Periodenparallelogramm jeden Wert gleich 


1) Die Best&étigung durch Umkehrung der 8S. 238 gegebenen Reihenentwicklungen 
sei eine Aufgabe fiir den Leser. 
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oft, némlich zweimal, annimmt, weil es zu jedem ¢ zwei Punkte der Fliache 
gibt. 

Satz Il: Wenn die Funktion f(u) im Parallelogramm den Wert a an 
den Stellen o,, O,+++@p, den Wert b an den Stellen B,, By,-+~Bn annimmt, 
und dabei jede Stelle so oft notiert ist, als es der Vielfachheit des dort an- 
genommenen Wertes entspricht, so ist oy + @+++++ Om = By + Byte: ++ Bn 
bis auf ein Multiplum der Perioden. 

Ich darf wieder annehmen, da8 a=0 und b =o sei. Dann wird 


>, eee oi tig ice chee 


wenn dabei das Integral iiber den Rand des Parallelogramms erstreckt wird. 


f’(u) 


Denn an einer Nullstelle @, ist nach S. 173 das Residuum von w Feu) gleich 


a,, an einer Polstelle 6, aber gleich B,. Andererseits aber wird fiir das 
Parallelogramm der Fig. 67: 


a+2o,+2, at+2a, 
a) f' &) 
Jv Fw) zie (G4 Bans) gs aE 
a+2u, 
a+20,+20, at2o, , a+2o, 
f’) a, [fe 7’ (w) 
also J es Ua) qu= ih 7) du. 
a+2o,+20, a+2o, 
f'@) m3) 
Ferner fe Tuy du =f + 20) FO dé. 
at2a,; 
a+2o,+20, a+2w, a+2w, 
f’(w) th ppg fe (u) 
Also af" Fla) du - Ju Fu) du =20 Fu) du. 
2 a+2w, a+20, 
. iM). _ a f’(u) 
Daher wird ah Fay du = 20 Fay du— 2a Fe) du. 


Nun ist aber das unbestimmte fre du = logf(u). Trigt man die Grenzen 
a und a+ 2a, oder a und a+ 2a, ein, so erhalt man jedesmal die Wert- 
anderung des log f(u) bei Durchlaufung eines geschlossenen Weges der /(u)- 
Ebene, Denn f(u) nimmt als doppelperiodische Funktion fiir die obere und 


die untere Integralgrenze jedesmal denselben Wert an. Daher wird nun 
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tatsichlich oa fe TY) du = h2o,+h2,, wenn man unter h und k zwei 
221 f(v) 


LA 
passende ganze Zahlen versteht. Damit ist auch Satz [1 bewiesen. 

Wir heben einige Folgerungen aus diesen Sitzen hervor. Hine jede 
doppelperiodische Funktion ist bis auf einen konstanten Faktor bestimmt, 
wenn man ihre Nullstellen und Pole und die Vielfachheit einer jeden Stelle 
kennt. Denn der Quotient zweier diesen Angaben geniigender Funktionen 
ist doppelperiodisch und hat weder Nullstellen noch Pole, ist also 
konstant. 

Hine doppelperiodische Funktion ist bis auf eine additive Konstante be- 
stimmt, wenn man ihre Polstellen und an jeder den Hauptteil, d.h. die 
Glieder negativer Potenz, ihrer Laurententwicklung kennt. Denn die Diffe- 
renz zweier Funktionen, die diesen Angaben geniigen, ist wieder polfrei und 
also konstant. 

Wir werden nun weiter untersuchen, ob es doppelperiodische Funktionen 
mit beliebig gegebenen Nullstellen und Polen (natiirlich unter der durch 
den Satz II gegebenen Bedingung) gibt, und ob man die Pole und die 
negativen Glieder der Laurententwicklung wirklich beliebig vorschreiben 
kann, ob also die in diesem Paragraphen angegebenen Siatze die einzigen 
Beschriinkungen enthalten. Dies gelingt uns auf Grund der analytischen 
Darstellung der doppelperiodischen Funktionen durch unendliche Reihen. 
Der wenden wir uns jetzt zu. ; 


§ 2. Analytische Darstellung der doppelperiodischen Funktionen. 

Das allgemeine Prinzip zur Herstellung doppelperiodischer Funktionen 
ist folgendes. Wenn f(u) irgendeine in der ganzen endlichen Ebene ana- 
lytische Funktion von rationalem Charakter ist, so bilde man die Summe 


F(u) =P 4 f(uth2o,+k2o,) 


hy k 


tiber alle Perioden, Diese Funktion F'(w) ist dann sicher doppelperiodisch, 
wenn die Reihe eben gleichmafig und unbedingt konvergiert. Denn ver- 
_mehrt man die Variable w um eine Periode, so hat dies nur eine Anderung 
der Reihenfolge der Reihenglieder zur Folge. Daher beginnen wir mit. 
einem Konvergenzsatz, um dann, auf ihn gestiitzt, doppelperiodische Funk- 
tionen wirklich herzustellen. 

Der Konvergenzsatz lautet: Die tiber alle von Null verschiedenen Perioden 


erstreckte Summe D> (;.)" konvergiert fiir n > 2 absolut. 


20 


i il eed 
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Zum Beweise bringen wir die Reihenglieder in eine bequeme Anordnung. 
An den Punkt w=0 stoBen vier Periodenparallelogramme an. Ihre von 
Null verschiedenen Ecken machen den ersten Kranz 
von Perioden aus (Fig. 74). R und r mégen die aus fein] 
Fig. 74 ersichtliche Bedeutung gréBter und kleinster LEZ BIOS 7. 
Abstiinde haben. Dann ist fiir diese acht Perioden also “ 


r<|20\<R as 


Wir gehen zum zweiten Kranz iiber, indem wir alle an diese vier ersten 
anstoBenden Periodenparallelogramme hinzunehmen. Auf dem Rand des so 
entstehenden groBen Parallelo- 
gramms (Fig. 75) liegen dann 
2-8=16 Perioden. Fiir diese 


gut: oo, <|20|<2k 


Wir lagern einen neuen Kranz ee 
ig. 75, 
von Parallelogrammen an und 


erhalten 3-8 = 24 weitere Perioden. Fiir diese wird: 


38r<|20|<3R 
7 ° s A 1\2z . 
Nun wollen wir die Glieder der Reihe >, (;-) so anordnen, daf wir erst 
, (a3) 
die Perioden des ersten, dann die des zweiten, dann die des dritten usw. 
Kranzes nehmen. Die sich auf die x ersten-Kranze beziehende Teilsumme 
der absoluten Betrige s, geniigt dann den Ungleichungen: 


ise al ake acageet hhh ea 


gn—t grt Vile 


x” 


R” grt 
Daraus erkennt man klar die Richtigkeit unserer Behauptung, da die Reihe 


eH (5.)" fiir n>2 absolut konvergiert. Man sieht auch, daB sie fiir n<2 
jedenfalls nicht mehr absolut konvergiert. 


Wir wenden dies Ergebnis nun an, um die Konvergenz der iiber alle 


poli pee hat 


Perioden erstreckten Summe wake 

zu untersuchen. Wir beschranken w auf den Kreis |w|< P Wir zerlegen 
die Reihe in zwei Teile. In den ersten aus endlichvielen Gliedern be- 
stehenden Teil nehmen wir die Glieder auf, welche fiir |w|< P Pole be- 
sitzen; das sind also die zu den Perioden | 2 |< P gehérigen Reihenglieder. 
In den zweiten Teil nehmen wir alle tibrigen Reihenglieder. Ich behaupte 
nun, daB dieser zweite Teil fiir n >2 in |w|< P absolut und gleichmabig 
konvergiert. 
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Zu dem Zweck bemerke ich, daB es eine Zahl UM gibt, so da fiir alle 

|u| <P und alle Perioden |2| > P stets 

ait pas ee 

uU—2@ | | 20 |” 
gilt. Um dies einzusehen, betrachte ich die Perioden, deren absoluter Be- 
trag gréBer als P ist. Unter allen ihren absoluten Betragen gibt es einen 
kleinsten P+ d, der noch gréfer ist als P. Das folgt daraus, da8 in jedem 
endlichen Bezirk nur endlichviele Periodenpunkte liegen (S. 242). Daher 
wird nun fir alle |w|< P und alle |2a| > P+d stets 


— pe : 

Uu—2o |r igh 1 
Daraus folgt le re P+ z ~ Mm 
Daher wird TS = 

u—2@ | 2a |” 


fiir alle |u| < P und alle |2@|>P. Das ist also eine fiir alle Glieder der 
zu untersuchenden Reihe ~ ( ; i 


Sole uU—2o 


geltende Abschatzung. Diese 1aBt aber bekanntlich ihre ssi paso und 


er- 


gleichmaBige Konvergenz aus der Konvergenz der Reihe Shae ie 


schlieBen. Nehmen wir nun fiir m eine ganze Zahl. 

Nach dem Weierstrabschen Doppelreihensatz (S. 153) stellt dann diese 
Reihe, deren gleichmaéBige Konvergenz wir eben nachgewiesen haben, eine 
fiir |w|< P regulire analytische Funktion dar. Die weggelassenen end- 
lichvielen Glieder aber machen eine rationale Funktion aus. Daher stellt 
unsere Reihe in der ganzen endlichen Ebene eine regular analytische Funk- 
tion von durchweg rationalem Charakter dar. Diese analytische Funktion 
ist nun aber nach dem schon eingangs erwihnten Prinzip doppelperiodisch. 
Sie besitzt bei «=0 einen m-fachen Pol und ist also eine n-wertige 
doppelperiodische Funktion. Die geringstwertige derart erhaltene Funktion 
ist dreiwertig. Nach Weierstra8 bezeichnet man ihr 2-faches mit p’ (w). 
Wir haben also in 

‘ —2 
PW) ee ae 
eine dreiwertige doppelperiodische Funktion gefunden. Schon die Schreib- 
weise deutet an, daB sie die Ableitung einer Zweiwertigen doppelperiodischen 
Funktion ist. Diese wollen wir bestimmen. Ich spalte von der Reihe 
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—2 Xt ‘ . . 
a3 woe) das auf die Periode Null sich beziehende Glied ab und_ be- 
zeichne') die tibrige Reihe mit NS eSyat oe Dann setze ich 


pu) = Hl { Pwt+s Jan= Ba f Sig ahay au 


Also wird p(u) =, ett wa =a <% =k . 


Gleichmafig konvergente Reihen darf man ja gliedweise integrieren. Das 
ist jedenfalls eine Funktion, deren Ableitung p! (uw) ist. Ist aber diese 
Funktion doppelperiodisch? Auf alle Falle ist fiir jede Periode 2a die 
Differenz p (w+ 2a)— p(u) konstant. Denn die Ableitung p(w + 2a) — p'(u) 
ist Null. Nun ist aber p(—u)=p(u), also p(w) eime gerade Funktion. 


Zu jeder Periode 2@ gehért namlich eine ihr bis aufs Vorzeichen gleiche — 


1 1 
(4—2o)? (20)? 
Veranlassung. Beide tauschen nur ihre Plitze, wenn wu 


Periode. rae geben zu den Reihengliedern und 
1 

(+20)? Saas 

sein Vorzeichen dndert.*) Daher ist namentlich p(--@)=p(m). Trigt 

man nun «=—o@ in der Gleichung p(u + 2)—p(u) =C ein, so findet 


man C=p\o)--p(—o)=0. Daher ist p (w) doppelperiodisch. 


§ 3. Das Umkehrproblem. 

Das Studium der elliptischen Integrale erster Gattung fiihrte uns zu 
den doppelperiodischen Funktionen. Gehért nun umgekehrt zu jeder Wahl 
der Perioden eine zweibliattrige Riemannsche Fliche und ein Integral erster 
Gattung, das diese Perioden besitzt? Diese Frage bezeichnet man als Um- 
kehrproblem. 

Die Kenntnis der beiden Funktionen p(w) und p'(u) gibt uns schon 
die Mittel zu ihrer Beantwortung. Jedenfalls namlich bildet die Funktion 
p=p(u) das Periodenparallelogramm auf eine zweiblattrige Riemannsche 
Flache ab. Denn p(u) nimmt ja jeden Wert zweimal an. Diese Flache 
besitzt vier Verzweigungspunkte. Der eine liegt im Unendlichfernen. Denn 
bei w = 0 hat p(w) einen Doppelpol. Die drei anderen liegen im Endlichen. 
DaB es drei sind, ergibt sich daraus, daB an drei Stellen die Ableitung 
p'(u) verschwindet. Diese drei Verzweigungspunkte der p-Fliche haben 


1) Der Strich an dem nun folgenden Summenzeichen soll also andeuten, daB bei 
der Summation die Periode 2a=0 beiseite bleibt. 

2) Ebenso erkennt man in p’(u) eine ungerade Funktion, wie das ja ftir die Ab- 
leitung einer geraden Funktion sein muB. 
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_ die EHigenschaft, daB die Summe ihrer Koordinaten verschwindet. Denn 
diese Summe wird nach dem Residuensatz durch das Integral 


— fe (u)a - du 
[A 

gegeben. Das verschwindet aber nach S. 258, weil der Integrand doppel- 
periodisch ist. 

Man kann auch leicht die Punkte der w-Ebene bestimmen, in welchen 
p' (uw) verschwindet. Dazu mu8 man nur beachten, da8 p' (wu) eine ungerade Funk- 
tion ist: also p'(—w)=—~p'(u). Da nun aber weiter p' (w+ 2) =p' (u) 
gilt, so wird fiir uw = — a: p'(@) = p'(— @) = — p'(@). Also muB p'(m)=0 
oder =o sein. Da aber p'(u) in den Periodenpunkten 2 seine Pole 
hat, liegen die Nullstellen bei den Halbperioden w. Diese gehen aber 
durch Periodenvermehrung aus den drei speziellen Halbperioden 


(1, Wg, Oy + Wy 
hervor, welche allein dem Periodenparallelogramm angehéren (vgl. die Hr- 
klérung auf 8.245). So sind tatsachlich die Bilder der drei endlichen 
Verzweigungspunkte ausfindig gemacht. 

Die drei Verzweigungspunkte e, = p(@,), @=p(@,), & = p(@, + @,) 
sind natiirlich voneinander verschieden. Denn die p-Funktion nimmt ja 
einen jeden Wert genau zweimal an. Der Wert e, z.B. wird aber an der 
Stelle w, schon doppelt angenommen, weil ja p'(@,) = 0 ist. 

Die dargelegte Abbildungseigenschaft laBt vermuten, daB p = p(u) die 
Umkehrungsfunktion eines Integrales erster Gattung ist, und lenkt so unsere 
weiteren Uberlegungen in eine bestimmte Richtung. Man findet ja tatsichlich 


du 1 
dp p(w) 
p 
Also ist ua {> 


weil ja der Punkt p= oo in u=O0 tibergeht. Man vermutet daher, daB 
p' sich als eine Quadratwurzel aus einem Polynom dritten Grades in p 
wird darstellen lassen. Diese Vermutung wird durch die folgenden Uber- 
legungen bestitigt. Zu der zweiblattrigen Riemannschen Fliche mit den 
Verzweigungspunkten ¢,, ¢, ¢, 00 gehdrt ein Integral erster Gattung v(p) 
das die Flache auf eine schlichte v-Ebene abbildet. Dieses Integral wahle 


p 
nee d ‘ é 
ich in der Form v = i us und erreiche damit, daB es auch 


Va,p* + ap + a, 


arene oor 
4 
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den unendlichfernen Verzweigungspunkt auf v=0 abbildet, und daB die 
Koordinatensumme der endlichen Verzweigungspunkte auch Null ist. Die 
Umkehrungsfunktion p= /(v) hat auch bei v=0 einen Doppelpol. Ich 
will die Glieder negativer Potenz in ihrer Laurententwicklung bestimmen, 
um f(v) mit p(u) zu vergleichen. Man findet 


1 Eerie ait 1 
Va,p?+a,p+a, Va, r= 1% 1 
1-3 e att aoe 
Oy ees Coe 
a 2 =z ( ae 2 
Va, ph \ 2a, p> 2a, p* ) 


Also durch gliedweises Integrieren 


Also wird #, fee catids LEAS 
Zur Auflésung nach » macht man den Ansatz: oa 93 (v7), also 
== c,vi+ c,vt+ egv'+ --- 
Durch Einsetzen erhalt man 


4¢, 
ta 435 ss ae 2 pi ows, 


Also wird i= : C= 0, . 
Das liefert p=f)= ‘ee = (1 =e pi omen :) 


Es ist aber auch p(u)= a(t + Bout + Bue+ - --), 


weil p(w) eine gerade Funktion ist. Wahle ich also oben den Koeffizienten 
@,= 4, was mir durchaus freisteht, da es nur auf eine Multiplikation des 
Integrales mit einem konstanten Faktor hinauskommt, setze ich also 


‘ a dp 
a eet, 
V4p*— 9,P—9s 


so wird f(v) = a (1 1+% (ia wile ‘) 


So erreiche ich, daB die Entwicklungen von f(v) bei v=0 und von 
p(w) bei w= 0 gleichlautende Glieder negativer und nullter Potenz 


enthalten. 
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Nun kann der Beweis leicht zu Ende gefiihrt werden. Ich betrachte 
w als Funktion von v. w ist eine Funktion von p, die auf der Fliche 
iiberall von rationalem Charakter ist. Sie wird daher bei der Abbildung 
der Fliche durch das Integral v eine eindeutige Funktion w(v). Aus dem- 
selben Grunde aber ist die Umkehrungsfunktion v(w) eindeutig. Daher muf 
u(v) linear sein; denn w(v) vermittelt eine umkehrbar eindeutige Abbildung 
der w-Ebene auf die v-Ebene. Da aber tiberhaupt nur die endlichen v und 
die endlichen « an der Abbildung beteiligt sind, so muB diese Funktion 
ganz und linear sein. Also w(v)=«v-+ 8. Bei der Abbildung entsprechen 
aber die Nullpunkte beider Ebenen einander. Denn sowohl u(p) wie v(p) 
bilden den unendlichfernen Punkt der Riemannschen Fliche auf den Null- 
punkt ihrer Ebene ab. Also hat die lineare Funktion die Gestalt w= av. 
Tragt man also w= ov in die Funktion p(w) ein, so muB f(v) entstehen. 
Es wird aber 1 


p (av) = 43 (1 + Batt t+ ---). 
1 
Boll das aber mit =o (1 + 2 yt + ae ‘ 
iibereinstimmen , 80 muB o=+1 B= % sein, und die Entwicklung von 


p(w) wird also : se 
p(w) =—(1 +t -. ‘). 


Wir haben damit folgendes Gesamtergebnis gewonnen: Die Funktion 
p(u) bildet das Periodenparallelogramm umkehrbar eindeutig auf eine ge- 
schlossene zweibldttrige Fiche mit vier verschiedenen Verzweigungspunkten ab. 
Einer davon liegt im Unendlichen. Die Koordinatensumme der drei endlichen 


ast Null. Das Integral erster Gattung u = ve ae dicsey Tere 


ist die Umkehrung der p-Funktion. = Sa a anes 
Ist umgekehrt eine zweiblittrige Flache der angegebenen Art vorgelegt, 


so wird die Umkehrungsfunktion ihres Integrales erster Gattung 


oS fe re 
J Vie — He —4 


die Funktion p(w). Wie wir namlich schon S. 265 betonten, stimmt die 
Laurententwicklung der Umkehrungsfunktion in der Umgebung des Punktes 
«= 0 in den Gliedern negativer und nullter Potenz mit der Entwicklung 
der Funktion p(w) tiberein. Sie sind auBerdem doppelperiodische Funktionen 
mit denselben Perioden. Thre Differenz ist also konstant, verschwindet 
aber fiir «= 0, wie die Gleichheit der Absolutglieder lehrt, Also ist tat- 
sichlich p(w) mit der Umkehrungsfunktion identisch. 
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Unsere Betrachtungen haben eine besondere Sorte von zweiblittrigen 
Flachen als besonders wichtig erkennen lassen. Das sind die Flachen, 
welche einen Verzweigungspunkt im Unendlichen und drei im Endlichen 
haben, doch derart, daB ihre Koordinatensumme Null ist, d. h. daB der 
Schwerpunkt des von ihnen gebildeten Dreieckes im Koordinatenanfang 
liegt. Wir wollen diese Gestalt der Flache und ihr Integral erster Gattung 
Weierstrapsche Normalform nennen. WeierstraB, der geniale Mathematiker, 
dem die moderne Mathematik éin gutes Teil ihrer begrifflichen Schirfe 
verdankt, war es nimlich, der die Bedeutung gerade dieser Normalform er- 
kannte. Sie liegt einmal darin, daB die Funktion p(w) unter allen eine 
besonders einfache analytische Darstellung besitzt, ferner aber noch be- 
sonders darin, daB man jede zweiblittrige Fliche mit vier Verzweigungs- 
punkten unschwer auf eine der WeierstraBschen Normalformen abbilden kann. 
Man beherrscht also mit der Parameterdarstellung oder Uniformisierung 
der WeierstraBschen Normalform zugleich alle iibrigen elliptischen Gebilde. 

Die erwaihnte Abbildung kann durch eine lineare Funktion bewirkt werden. 
Wenn wir niamlich in w?= a, (z — d,) (e — d,) (¢ —.d,) (¢ — d,) die lineare 
az,+b 


Substitution z = 
cz,+d 


erhalten wir 
w* = ay (Il (4) — a) (1 (2,) — a) (L (4) — ag) (0 (2) — 4) 
= thy (2, — 11 (04,)) (4 — 1? (4g) (2, — 1" (tg) (2, — 1-8 (4,))- 


(a—«a, ¢) (a— a, €) (Aa— a, C) (4— ee, C) 


(cz,+d)* 


2 (a — «a, c) (a—a,c) (a—a,c) (a—a,c) A 3 
> Ww, (4) (ez,-+d)* oa (cz,-+ d)* Ww, (2,)- 


=1(z,) mit der Umkehrung z, = /—1(¢) ausiiben, so 


Die Verzweigungspunkte der neuen Funktion w, (2,) liegen an denjenigen 
Stellen, an welchen das Polynom unter der Wurzel verschwindet. Das sind 
die Stellen /—1 (w,), welche aus den Stellen w, durch die lineare Abbildung /— *(z) 
hervorgehen. Durch die umkehrbar eindeutige Abbildung 


A 
a=1(¢4,), w= pAn wy, 


gehen also die beiden Riemannschen Flachen auseinander hervor. Was wird 
bei dieser Abbildung aus dem Integral erster Gattung? Um das zu sehen, 
haben wir auch dort die lineare Abbildung vorzunehmen. Dabei findet man 


At 


"dz _ad—be (ds, 
wo VA ssh 


a, 7-1 (@,) 
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Die Integrale erster Gattung sind also bis auf den konstanten Faktor. 
ad—be 
VA 

Durch eine passend gewahlte lineare Abbildung kann man nun stets er- 
reichen, daB die neue Riemannsche Flache die WeierstraBische Normalform 
besitzt? Am besten sieht man das ein, wenn man die Abbildung, die das 
leistet, in zwei Schritten ausfiihrt. Der erste Schritt besteht darin, eimen 
der Verzweigungspunkte ins Unendliche zu bringen. Dabei nehmen die drei 
anderen drei bestimmte endliche Plitze ein. Durch eine Parallelverschiebung 
kann man dann den Schwerpunkt des von ihnen gebildeten Dreieckes nach 
dem Koordinatenanfang bringen. Damit ist die WeierstraBische Normalform 
erreicht. Ist nun w, =p! (wu), 2,=p (u) eine Parameterdarstellung derselben 


einander gleich. 


und z= 1 (z,),w = Cae, w, die Abbildung, die die gegebene Funktion w (z) 


in sie Eg so wird a 
aa p'(u), 2 = 1(p(u)) 


eine Uniformisierung von w = w (2). 


$4. Die ¢-Funktion und das Normalintegral zweiter Gattung. 


Die £-Funktion ist ein Integral der negativen y- Funktion. Wir erkliren 


é(u) = 2 + Cs ce - ee a 14 f> (3) - 7) de, 
w 0 


Dann wird also £'(u) = — p(w). 


Diese Funktion ist nicht mehr doppelperiodisch. Denn sie besitzt im Perioden- 
parallelogramm nur einen einfachen Pol, und wir sahen S. 258, daB es der- 
artige doppelperiodische Funktionen nicht gibt. Da aber ihre Ableitung 
doppelperiodisch ist, so kann sie bei Periodenvermehrungen der unabhiangigen 
Variablen nur um Konstanten zunehmen. Wir setzen (uw + 20,) — &(u) = 2, 
und £(u+20,) — (uw) = 2m. 

Diese Zahlen 4, und 7, gentigen der wichtigen Legendreschen Relation 


ut 
cE ot Perera 0 a aga 


Um sie abzuleiten, betrachten wir das Integral 


gh fe anu 
as 


NENT Yar eT ene 


yw eee 


ae” ee ee ee ee a oe 


“i ai ails 
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erstreckt tiber den Rand eines Periodenparallelo- a+ 20, a+2a, +2, 


gramms. Man kann es auf zwei verschiedene 
Weisen auswerten. EHinmal ist es dem Residuum 
der ¢-Funktion an der Stelle w=0 gleich, welche 


wir also im Parallelogramm gelegen denken, also “ pesto, 
gleich 1. Ferner aber haben wir (siehe Fig. 76) ei 

a+ 2,.+ 2a, at 2o, a+ 2a, 

E(u)du= J €(u,+20,) du, = f eu)au + 47,0, 

a+ 2a, a a 

a+ 20+ 2a a+ 2, a+ 2, 
und | E(w) dr = fe +20,) du, = f cua + 47; @,. 

a-+ 2a, @ a 
Also finden wir durch Zerlegung von if. f(u) du in die Summe der Integrale 
tiber die vier Seiten: jae 

An, @.—47, oO, 
smi) du = 224 : 

Also wird . N19, — NO, = at 


Die Funktion €(u) ist als Integral der geraden p-Funktion eine ungerade 
Funktion, d.h. also, sie geniigt der Funktionalgleichung ¢(—u) = — £(u)- 
Es 1é8t sich auch dhnlich einsehen wie S. 263 der gerade Charakter der 
p-¥Funktion, und zwar wieder auf Grund der Tatsache, daB mit jeder Periode 2m 
auch — 2q@ eine Periode ist. Fassen wir aber die beiden zugehérigen Glieder 
der Reihe € (uw) zusammen, so haben wir 

1 1 w 


anti ty SS een te) dat 


und das wechselt mit w zugleich sein Vorzeichen. 
Diese Bemerkung erméglicht es, die Zahlen 27, und 2y, mit den 
Werten £(m,) und £(a,) in Zusammenhang zu bringen. Tragt man némlich in 


E(u + 204) = E(u) + 2m, 
u = — @, ein, so wird 6(o). — €(—@,) = 27,. Also n, = €(w,). Ebenso findet 


man 73 = §(@). 

Bilden wir nun das Paialasacllalapcohiin durch die p-Funktion auf 
eine zweiblattrige Flache ab, so wird aus ¢(w) eine Funktion der Flache, die 
in der Umgebung einer jeden Stelle von rationalem Charakter ist, an einer 


Stelle (¢ =o) einen einfachen Pol besitzt, und die ebensowenig wie das 


Integral erster Gattung eine eindeutige Funktion der Flache ist. Um sie 
durch z und w darzustellen, beachten wir, da 
18* 


=| 
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ag. dg du ae est Ze 
dz du dz — plu): pi(u)w 
Also wird § = — _ Die untere Grenze des Integrales bleibt dabei un- 


bestimmt. Wir haben ja auch zu Beginn bei Erklarung der ¢-Funktion das 
Integral nicht durch Wahl der unteren Grenze, sondern in anderer Weise 
fixiert. Wir wollen uns hier nicht weiter mit der Bestimmung der In- 


_tegrationskonstanten, d.h. der Lage der Nullstellen von £(w), befassen. is 


* 


geniigt uns, in € ein Integral der Flache, das sogenannte Normalintegral 
zweiter Gattung, erkannt zu haben. Dabei versteht man allgemein unter einem 
Integral zweiter Gattung ein mit Polen versehenes Integral, das aber durch- 
weg von rationalem Charakter ist. Das hier vorgelegte besitzt nur einen 
einfachen Pol im Unendlichen. 


$5. Darstellung der doppelperiodischen Funktionen durch p(w) und p'(w). 


Wir beginnen mit der Betrachtung der Funktion 

1 p’@—P'e) | 

2. P(u)—P(r) 

Diese Funktion ist in mehr als einer Beziehung von besonderer Wichtigkeit 
fiir die Theorie der elliptischen Funktionen. Sie besitzt als Funktion von wu 
zwei einfache Pole, deren einer bei « = (Q, deren anderer bei wu = — v liegt. 
Denn bei w= 0 hat man 


Py (u,v) = 


| * 
tea ew eet + &B (w) 
2 p(u)—p(r) 2 7 —P) ure) 


Bei u =0 liegt also ein einfacher Pol mit dem Residuum — 1. Pole kénnen 
weiter an den Stellen liegen, wo der Nenner verschwindet. Das sind die 


Stellen w=-+v und w=-—-v. Bei w=-+v verschwindet aber auch der 


Ziahler, so da dort kein Pol der Funktion liegt. Bei « = — v aber erhalt man 
1 p’(u)—p'(e) _ 1 p’(—0)—p'() +p" 9) (uty)t:: 


2 p(w)—pe) 2 pRHv)—p(r)+p’ vo) wto)+--- 
BM SUES AE REESE 
* po) wt) +? =) Gye 


Also bei u=—v liegt ein einfacher Pol mit dem Residwum 1. Dies ist er- 
sichtlich auch fiir den Fall richtig, wo p'(—v) verschwinden sollte. Hs 
hatte ja auch aus der allgemeinen Tatsache erschlossen werden kénnen, daB 
die Summe der Residuen Null sein muB. 
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Die Kenninis dieser Funktion ¢, erlaubt es nun, doppelperiodische Funk- 
tionen zu konstruieren, welche an beliebig gegebenen Stellen Pole mit be- 
hebig gegebenen Hauptteilen besitzen. Um das einzusehen, bemerken wir 


zunachst, daB { ,(u, v) }? bei w = 0 einen Pol mit dem Hauptteil os besitzt. 

Bei u=—v besitzt diese Funktion einen Pol mit dem Hauptteil a 
U-+-v 

Denselben Hauptteil besitzt aber bei «w= 0 auch die Funktion p(u). Also 


besitzt die Funktion g,(u, v) = eae p(w) einen einzigen Pol zweiter Ordnung 
bet u=—v. Derselbe hat den Hauptteil —. Ebenso kann man eine 
Funktion (u,v) konstruieren, deren einziger Pol bei wu = — v liegt und 
den Hauptteil ———, hesitzt. Zu dem Zweck bildet man erst 


(w+ v)* 
{ 9, (u, v) }. 


Diese Funktion hat bei « = — v einen Hauptteil von der Form . 
fr \s 1 \2 1 
a 5) oe a) + A ae ; 
Bildet man daher: p> — A, P2 — Ay Yi; 


so hat diese Funktion bei w =—v den gewiinschten Hauptteil. Aber sie 
hat auBerdem noch bei w= 0 einen Pol mit einem Hauptteil von der Form 


= + fe (Das Residuum mu8 Null sein, weil das Residuum am anderen 
uu uU 
Pol schon Null ist und die Summe der Residuen nach §. 258 verschwindet.) 


Zieht man also noch b,p(u)—~p'(w) ab, so erhilt man die gewiinschte 
Funktion g,(u, v). Ebenso konstruiert man aus 


{ Py (ue) J” 


eine Funktion p,(u, v), die nur bei w = — v einen Pol vom Hauptteil a 
U--U 

hat. Bei Null hat man dazu geeignete Multipla der héheren Ableitungen 

yon p(w) in Abzug zu bringen. Die u-te Ableitung hat ja, wie eine leichte 


Rechnung zeigt, den Hauptteil 
See 1 
aa + Il aa 


Fiir v= 0 versagt unsere Erklarung der Funktionen g,(u, v). Denn dann 
ist ja p(v) nicht endlich. Das schadet aber nicht. Denn von n=2 an 
stehen uns ja schon, wie eben bemerkt wurde, in p(w) und seinen Ableitungen 
die gewiinschten Funktionen zur Verfiigung. Wir setzen daher p,(u, 0) = 
- (—1)" = Di p"—)(u) fir n > 2. Um nun auch noch g,(u, 0) zu erklaren, 
wollen wir verabreden, »,(u,0)=0 zu setzen. Es wird sich herausstellen, 
daB diese Verabredung zweckmifig ist. 
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Wir kénnen nun eine Funktion konstruieren, die an den Stellen v,, v,, --+ Up 
Pole mit den beliebig gegebenen Hauptteilen 


(%) i) (x) 
A, Ay 1 A, 
(u— v,) (u— v,) a uU— v, 


besitzt. Eine solche Funktion ist namlich 
DAD 91,06 — 2) + AP 19,1 — 0%) +2 + AT u(y — 0%) ]- 
1 


Diese Funktion hat bei w= 0 einen Pol mit dem Residuum — AG: Die 
Summe ist dabei tiber alle von «=0Q verschiedenen Pole zu erstrecken. 
Denn nur fiir diese hat g,(u, —v,) das Residuum — 1, wihrend g, (4, 0) 
identisch Null ist, also das Residuum Null hat. 

Falls nun unter den gegebenen Nullstellen «=O nicht voxkesicie so 
ist dies Residuum Null. Denn nach 8S. 258 ist die Summe aller Residuen 


Null. So muBten also die a vorgegeben sein. Kommt aber Null unter —~ 


den Polstellen vor, so erginzt ihr Residuum gerade die Summe der iibrigen 


Residuen zu Null, ist also der negativen Summe => Ae derselben gleich, 
1 


und wieder zeigt also unser Ausdruck bei w~ =O das richtige Verhalten. 

Der angeschriebene Ausdruck ist nach 8. 260 bis auf eine additive Kon- 
stante die allgemeinste doppelperiodische Funktion. 

Die so gefundene Darstellung ist das Analogon zur Partialbruchzerlegung~ 
in der Theorie der rationalen Funktionen. Man nennt sie auch hier Partial- 
bruchzerlegung der elliptischen Funktionen. 

Man bemerke nun noch, daB die Funktion p,(u, — v) denselben Hauptteil 
hat wie die Funktion g,(w-+ 4, 0). Daher ist bis auf einen konstanten 
Faktor und bis auf eine additive Konstante die Funktion Pn(u, —v) der 
n-2-ten Ableitung von p(w+v) gleich. Daher kann man auch alle doppel- 
periodischen Funktionen in die Form 


f(u) = > { Bp ?(u + vy) fee- + Be » (u-+v,) + SAE gp, (u, — x) | +0 
- 


setzen, Dabei sind die ae nach wie vor die Residuen an den einzelnen 
Polen von f(w), weil ja itis Residuen von p(w) und seinen Ableitungen 
Null sind. 

Kin Wort muB nun noch tiber die verwendeten apisitungen pu) an- 
gefiigt werden. Auch diese kénnen wie die Funktion 9, (u, v) rational 
durch p und p' dargestellt werden. Das lehrt die zwischen p und pl! 
bestehende Gleichung p'*= 4p'— g,p —g,. Differenziert man sie namlich, 
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ee ae ee Se eee 


tall 


so erhalt man 2p'p! = 12p*p' — g,y', also ist p" rational durch p und p’ 
darstellbar, Von hier schlieBt man auf die dritte, dann auf die vierte Ab- 


leitung usw. Damit sind aber auch die Funktionen p(w, v) rational durch — 


p und p' dargestellt. Und damit ist bewiesen: 

Jede doppelperiodische Funktion kann rational durch p und yp! argent 
werden. 

Man kann diesen Satz auf die Riemannsche Flache iibertragen. Jede 
auf der Flache eindeutige Funktion, welche tiberall den Charakter einer 
rationalen Funktion besitzt, wird eine doppelperiodische Funktion von uw. 
Daher kann man nun den folgenden Satz aussprechen: 

Jede eindeutige Funktion der Fliche, welche iiberall vom Charakter einer 
rationalen Funktion ist, kann rational durch 2 und w dargestellt werden. 

Dieser Satz entspricht dem Satz, den wir S. 236 fiir zweiblattrige 
Flachen mit zwei Verzweigungspunkten aussprachen. Nur konnte damals 


ee 


der Zusatz eindeutig wegbleiben, weil die Flache umkehrbar eindeutig auf — 


die volle schlichte Ebene abgebildet werden konnte, wo eine jede Funktion 
yon durchweg rationalem Charakter nach dem Monodromiesatz von selbst 
eindeutig ist. Der gilt aber hier nicht, wie schon die Existenz der Inte- 
grale erster Gattung lehrt. 

Als Anwendung unseres Satzes wollen wir nun im niachsten Paragraphen 
die Additionstheoreme der elliptischen Funktionen behandeln. 


§ 6. Das Additionstheorem der elliptischen Funktionen. 


Unter einem Additionstheorem versteht man die Darstellung der Funk- 
tion f(u + v) durch f(w) und f(v). Hin algebraisches Additionstheorem be- 
steht fiir eine Funktion f(z), wenn zwischen den Ausdriicken f(u + v), f(u) 
und f(v) eine algebraische Gleichung mit von w und-v unabhingigen 
Koeffizienten besteht. Bekanntermafen besitzt die Funktion e* ein solches 


Additionstheorem. Denn es ist ja e’+’=e”-e’. Daraus ergeben sich die. 


bekannten Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen, wie tiber- 
haupt aller rationalen Funktionen von e’ mit konstanten Koeffizienten. 
Denn wenn f(z) = R(e’) eine rationale Funktion von ¢* mit konstanten 
Koeffizienten ist, so ergibt die Elimination von e” und e® zwischen den 
Gleichungen f(w+v) = R(e%-e*), f(u) = KE, f(v) = RE) 
eine algebraische Gleichung mit konstanten Koeffizienten zwischen f(w + ¥), 
f(u) und f(). ; 

Dieselbe Uberlegung zeigt, daB auch alle rationalen Funktionen alge- 
braische Additionstheoreme besitzen. Um sie zu gewinnen, hat man nur 
zwischen f(u + v) = R(u + v), f(u) = R(w) und f(v) = R(v) die Variablen 


u und v zu eliminieren. 
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Solche Additionstheoreme bestehen nun auch fiir die elliptischen Funk- 
tionen. Um das einzusehen, hat man nur ihr Bestehen fiir p(w) und p'(u) 
nachzuweisen. Denn die iibrigen driicken sich rational durch diese 
beiden aus, und zwischen p' und p besteht die algebraische Gleichung 
p'?= 4p?— gap — gz Ist also das Additionstheorem fiir p’ und p bewiesen, 
so hat man nur p(u), p(v) und p'(u), p'(v) zwischen den fiinf Gleichungen 


{(u+v) =, (p(w), p(v),p' (w),v' (”)) fw) = Re (pu), p' (u)), F(@) = Ry (p (0), v'()) 
p'?(u) = 4(p(u))® — gop (u) — 9s 
p'?(v) = 4(p(r))® — gp (v) — 9s 


zu eliminieren, um das Additionstheorem fiir f zu gewinnen. WeierstraB 
hat tiberdies gezeigt, da& die hier aufgezahlten die einzigen eindeutigen 
Funktionen einer Variablen sind, welche ein algebraisches Additionstheorem 
besitzen. Doch werden wir uns damit begniigen, auch fiir die elliptischen 
Funktionen die Additionstheoreme zu beweisen. 
Sie kénnen fast unmittelbar den Betrachtungen des vorigen Paragraphen 
entnommen werden. 
Wir haben dort- die Funktion g,(u,v) betrachtet. Wir erkannten in 
ray (PUY) 
1 4 \p()—p(?) 
einen Pol vom Hauptteil 


y eine doppelperiodische Funktion, welche bei «=—v 


ai und bei «=O einen Pol vom Haupt- 


teil 5 besitzt. Daher ist die Funktion 

P:'— pu + v) — p(w) 
polfrei und daher von w unabhingig. Wir wollen sie mit C(v) bezeichnen. 
Das folgt daraus, da auch p(w + v) bei w« =—v einen Pol vom Haupt- 


teil besitzt. Vertauschen wir in der gewonnenen Gleichung uw und 


1 
(u-+ v)? 
v, so finden wir: 9,2— p(w + v) — p(v) = Cl). 
Subtrahieren wir beide voneinander, so erhalten wir 


C(u) ~ p(u) = C(v) — p(v). 


. Diese Differenz ist also vom Werte von wu und vom Werte von v unab- 
hingig, sie ist also eine Konstante C. Daher haben wir nun im ganzen 


Pp: = p(w +v)+p(u) + p(r) + 6. 


Nun bleibt diese Konstante noch zu bestimmen. Zu dem Zweck betrach- 
ten wir die Laurententwicklungen der rechten und der linken Seite bei 


'u=(. Wir finden 


§ 6. Das Additionstheorem der elliptischen Funktionen 975 


gp, =i Mw) 3 SACS i re 
1 2 p(u)—p(e) 2 + =v) + 2&4 1— pr)u?+ .-. 
p Sap | 
ste Ge ae Fs) 8 =) (1 + p(v)u? +--+) 
=2—(— 2— 2pw)ut+..-) = —3 
ee ee p(v)u SSS) Se en Oe 
Also wird yi=at 2p(v) +--- 


Weiter aber ist p(u+ v) + p(u) + piv) + C= + (2p(v) + C)+---. Da- 
her ist C=0. So finden wir das Additionstheorem der Funktion p(u): 
= aa p’(u) —p’(o)?_ 
p(u + 0) =— p(u) — plo) +7 cpa) 
Durch Differenzieren nach u gewinnt man daraus das Additionstheorem der 


Funktion p!'(u): 


= 1 /p’(u)—p'(v)\ 0 [p’ (u)—p' (v) 
p(u + 0) =—p(u) + 2 aoere ) Ou asa 


Wenn man will, kann man hierin noch in der in § 5 allgemein ange- 
gebenen Art p’(u) durch p(w) rational darstellen. Es wird ja 


pl (u) = 6( p(u))? — 


Auch die Funktion €(w) besitzt ein Additionstheorem. Hs ist aber nicht 
algebraisch. Um es zu finden, betrachten wir die Differenz 


E(u + v) — £(w). - 
Das ist eine doppelperiodische Funktion. Um das einzusehen, brauchen 
wir nur aufzuweisen, da die Funktionen E(u + v) und €(w) dieselben Perioden 


haben, daB also der Zuwachs, den €(w + v) bei Periodenvermehrang von u 
erfahrt, von v unabhingig ist. Sei namlich z. B. 


f(u ate ae 20,) es o(u = v) “i 2m, 


so hat man nur u+v=—a@, einzutragen, um 22,=—2¢(m@)=2y, zu 
finden.1) Diese doppelperiodische Funktion (w+ v)— ¢(w) besitzt bei 
wu =—v einen einfachen Pol vom Residuum +1 und bei w =O einen ein- - 


fachen Pol vom Residuum —1. Daher ist sie bis auf eine additive Kon- 


1) Es folgt auch einfach daraus, daB ja die Gleichung £(2+2w,)=¢(z)+2n, fiir 
alle z, also namentlich fiir z= und fir z=uw-+v gilt. 
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stante C unserer Funktion g, gleich. Um diese Konstante zu bestimmen, 
beachten wir die Entwicklungen bei «=0. Dort wird 


E(u + 0) — &(u) = — T+ &(0) + 


Vergleicht man dies mit der oben gegebenen Entwicklung von g,, so findet 
man, daB C= £(v) sein mu. So hat man 
1 p’(u)—p'(o), 


G(u + 0) = &(u) + 80) +3 Spe) 


Diese Formel erlaubt auch eine noch andere Formulierung des Addi- 
tionstheorems der Funktion p(w). Durch Differenzieren nach wu findet man 
namlich : 4.39 ay te) — 0 b 

Pu +) =P) +975 awa) 

‘Weiter erlaubt es das Additionstheorem der Zetafunktion in der Dar- 
stellung der doppelperiodischen Funktionen durch p(w) und seine Ab- 
leitungen fiir ,(u,v) die Zetafunktion einzufiihren. So findet man dann 


fu) = + BE pO (w+ v4) +--+ BY pw + er») + APE + 2») 
1 


— S14 GQ) +6. 
£ 


§ 7. Die elliptischen Integrale. 

Unter einem elliptischen Integral versteht man das Integral iiber eine 
rationale Funktion von z und einer Quadratwurzel aus einem Polynom 
dritten oder vierten Grades. Mit anderen Worten ist also ein elliptisches 
Integral ein Integral tiber eine rationale Funktion unserer zweiblattrigen 
Riemannschen Fiche. Da wir nun in § 5 einen Uberblick tiber alle ratio- 
nalen Funktionen der Flache gewonnen haben, sind wir nun in der Lage, 
die méglichen elliptischen Integrale zu tibersehen. Wir kniipfen dazu an 
die zweite Form der dort gegebenen Partialbruchzerlegung an, studieren 
also, wie wir immer taten, die Funktionen der Flache in der w-Ebene. So 
_haben wir den Vorteil, da8 wir nur eindeutige Funktionen und ihre Inte- 
grale zu betrachten haben. Denn es wird ja 


[RG w)dz = {R(p(u), p'(u)) - p'(u)+ du, 


Die Integrale werden also in w wieder eindeutig bis auf etwa vorhandene 
logarithmische Glieder. Bei Periodenvermehrung des Argumentes oder bei 
Umlaufen um die logarithmischen Singularititen erfahren also die Integrale 
nur Vermehrungen um Konstanten. 
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Die S, 272 dargestellte Funktion f(w) kann man ohne weiteres inte- 
grieren. Man findet 


JSt(wadu => gipeg Se. (u + o%) +++: 
1 
+ Be p(u + v,) + BM eu +, + ¢ + Cu 
@ 1 {P'(“4)—p'(r,) 
$405) swore + D. 
Betrachten wir nun die hier gefundenen Hinzelfunktionen auf der Fliche, 


so erkennen wir natiirlich in p(w-+ v,) und seinen Ableitungen rationale Funk- — 
tionen; in €(w + v,) ist uns auf Grund der Formel 8. 276 bereits das Integral 


1 P’(u)—p'(2,) ‘ae iad . 
zweiter Gattung (wv) + £(v,) +3 Zig paces +5 ay + §(vx) 
Pp’ (u) —p'(v,) 


du nennt man Normalintegral 


bekannt. Die Funktion ‘2 f 
2) p(u)—p(v,) 


dritter Gattung. Die Darstellung in z und w liefert 


1 ww, 1 
at w— 2 w ae 
Fassen wir das gefundene Ergebnis zusammen, so haben wir also gesehen, 
daB man ein jedes elliptische Integral als Summe einer rationalen Funktion, 
eines Vielfachen des Normalintegrales erster Gattung cf. ee des Normalinte- 
grales zweiter Gattung ( uf aa und des Normalintegrales dritter Gattung 
(5 ze ore ais darstellen kann. Die rationale Funktion setzt sich aus 


z—ky 


p(u+ %,) und seinen eet und aus dem beim Ubergang von (w+ vz) 


mu €(u) abgespaltenen €(v,) +> ae zusammen. 


§ 8. Die o-Funktion. 

Im Integral der ¢-Funktion haben wir eine Funktion, die bei Umlaufung 
ihrer logarithmischen Singularitéten um 227 zunimmt. Bildet man dann 
ef 0 wird dies wieder eine eindeutige Funktion. Das ist die 
o-Funktion. Fiir sie geben wir also folgende Definition, welche auch die 
noch bleibende Integrationskonstante festlegt: 


* dl 
She = Ku), (0) = 1. 
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Man findet so aus der Darstellung 


=> (ee tae 


durch Integrieren . 
: t u ub ue 
log 6(u) = logut [> -du=logu+ >, { Jog(1 —S)+h +c} 
0 a 


Denn die Integration von 0 bis w darf gliedweise ausgefiihrt werden und 
fiihrt wieder auf eine gleichmaBig konvergente Reihe. 
Geht man nun zur Exponentialfunktion iiber, so erhalt man 


u 1y? 
! W\ tot Buh, 
o(u) =uf | ba bai 
Nun erkennt man, daB tatsichlich o'(0) = lim £4 — 1 ist. Die 6- Funktion 
u->0 


ist somit eine ganze Funktion. Sie hat im Periodenparallelogramm einen 
einzigen Nullpunkt bei w= 0 und verschwindet an allen mit ihm 4qui- 
valenten Punkten, also an den Punkten u=2@, wo 2@ eine beliebige 
Periode bedeutet. 

Thr Verhalten bei Periodenvermehrung des Argumentes u ergibt sich 
d log 6(u) 


~—= €(w) ist, so hat man z. B. “ 


aus ihrer Definition: Da namlich q 
(u) 


d log c(w+2a,)__ d log 6(u) 
igo ae ee 


6(w+ 2@,) 


6 (#) 


_ Das bedeutet aber = log =27,. Daher wird 6(u + 2@,) = 6(u) ek nu+A. 


Hier ist also A eine noch zu bestimmende Konstante: 

Um sie zu bestimmen, beachten wir zunichst, daB o(w) eine wngerade 
Funktion ist. Denn wenn man wieder die beiden von den Perioden +2 
herrtihrenden Faktoren zusammennimmt, so vertauschen sie bei einem Vor- 
zeichenwechsel von w nur ihre Plitze, wahrend der Faktor wu selbst einen 
Vorzeichenwechsel der ganzen Funktion 6(w) bedingt. Tragt man dann in die 
Gleichung 6(u + 20,) = o(u)e?»+4 fiir w den Wert — a, ein, so erhilt 
man: e4=— en”, Also wird 6(u + 20,) =—o(u)e?+~), Ebenso fin- 
det man 6(u + 2a.) = — 6(u)e*nut~), 

Wir wollen in diesem kurzen AbriB der Theorie der elliptischen Funk- 
tionen nicht mehr niher auf die Theorie der o-Funktion eingehen, sondern 
nur noch kurz zeigen, wie man mit ihrer Hilfe eine jede durch die Lage 
ihrer Nullpunkte und Pole festgelegte doppelperiodische Funktion dar- 
stellen kann. Seien namlich die Nullstellen bei a,, a,,-++ ad», die Pole bei 


ew eee 
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b,,b,,+++b, gelegen und dabei eine jede Stelle so oft aufgeschrieben, als es 
der Vielfachheit des Poles oder der Nullstelle entspricht, dann gilt die 
Gleichung a, + a, +-+- +a, =b,+0,+---+0,+ 20, wo 2@ eine passende 
Periode bedeutet. Da es aber vollkommen ausreicht, unter jeder Schar 
von Polen z.B., die sich in Perioden unterscheiden, einen auszuwiihlen,‘) so 
diirfen wir annehmen, daB Sa, =>), ist. Bilden wir dann den Ausdruck 


—a,)- 6(w—a,) + +++ +» 6(u—ay) 


Fup o(u—b,)+ +++ 6(w—b,) 


so ist dies die gewlinschte doppelperiodische Funktion. Denn bei Vermehrung 
von u um 2@, erhalt man z. B.: 6(w — a,+ 2@,) = — o(u—a,)e2 2 ™—4e +), 
Also wird f(u + 20) = Je ese +o,z—a%—a—-->—4y) Dieser Fak- 
tor ist aber Hins. 

Diese Darstellung entspricht dem allgemeinen S. 151 angegebenen Satz, 
wonach man jede Funktion von rationalem Charakter als Quotient zweier 
ganzen Funktionen darstellen kann. Sie ist das Analogon zur Zerlegung der 
rationalen Faktoren in lineare Faktoren. 

Weiter beantwortet diese Darstellung eine S. 260 gestellte Frage. Die 
Herleitung zeigt naimlich, daB die Nullstellen und die Pole auBer den da- 
mals angegebenen und eben benutzten He a keinen weiteren Hin- 
schrankungen mehr unterliegen. 


Zwolfter Abschnitt. 


Einfachperiodische Funktionen. 
§ 1. Allgemeine Sitze. 


Da durch die Ahnlichkeits-Transformation u, = “der Periodenstreifen 


der Breite p in einen Periodenstreifen der Breite 1 iibergeht und da durch 
diese Abbildung aus der Funktionalgleichung 


fu + p) = fu) 
die Funktionalgleichung  F(u, + 1) = F'(u,) 
wird, falls man f(pu,) = F(u,) 


setzt, so geniigt es, wenn wir weiter Funktionen betrachten, deren Perioden 
die gewohnlichen ganzen Zahlen sind, 


1) Wenn namlich eine doppelperiodische Funktion an einer dieser Stellen ver-— 
schwindet, so verschwindet sie auch an allen anderen. 


> 
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Die Funktion w=?!“ bildet den Periodenstreifen alsdann auf die 
schlichte w-Ebene ab. Daher geht bei der Abbildung jede eindeutige perio- 
dische Funktion in eine eindeutige Funktion von w tiber und umgekebhrt ent- 
spricht jeder eindeutigen Funktion der w-Ebene eine eindeutige periodische 
Funktion von uw. Man kann daher nicht erwarten, daB nach Analogie mit 
den doppelperiodischen Funktionen eine einfachperiodische Funktion einen 
jeden Wert gleichoft, und zwar endlichoft annehme, wenn sie von ratio- 
nalem Charakter ist. Die Funktion e*'”“=e” z. B. ist ja einfachperio- 
disch und nimmt jeden Wert aufer Null und Unendlich unendlichoft an. 
Das wird durch den unter Umstanden bei w = 0 oder co vorhandenen wesent- 
lich singuliren Punkt erméglicht. Wollen wir also hier eine analoge Theorie 
wie bei den doppelperiodischen gewinnen, so miissen wir diese Méglichkeit 


ausschlieBen. Die aus der periodischen Funktion f(w) entstehende Funk- 


(322) muB dann in der Umgebung des Punktes w= 0 und’ 


tion p(w) = 


des Punktes w= oo entweder selbst beschrankt sein, oder es muB doch 


ihr Reziprokes diese Higenschaft besitzen. Anderenfalls liegt nimlich an 
diesen Stellen eine wesentliche Singularitét. Die Funktion kommt dann 
jedem Wert in jeder Umgebung dieser Stelle beliebig nahe, wird also nach 
S. 149 sicher einzelne Werte unendlichoft annehmen. Die gestellte For- 
derung hat nach 8.151 zur Folge, daB unsere Funktion eine rationale 
Funktion von w wird. In der u-Hbene bedeutet unsere Forderung, daB 
fir Imaginirteile von geniigend groBem absoluten Betrag entweder unsere 


Funktion f(w) selbst oder ihr Reziprokes -— im Periodenstreifen beschrinkt 


ist, daB also die Funktion f(w) bei Anniherung an die Streifenenden einen, 
endlichen oder unendlichen Grenzwert besitzt. Bei der Abbildung durch 
die Exponentialfunktion werden ja aus den Parallelen zur reellen Achse die 
Kreise mit dem Koordinatenanfang als Mittelpunkt. Aus den oberhalb oder 
unterhalb einer solchen Geraden gelegenen Streifenenden werden also die 
Umgebungen von Null und Unendlich. Und in diesen Streifenenden unter- 
scheidet sich die Funktion von den genannten Grenzwerten beliebig wenig, 
wenn man nur die Parallelen zur reellen Achse hinreichend hoch gewihlt 
hat. Wir merken das Ergebnis noch besonders an: 

Wenn eine eindeutige periodische Funktion bei Anniherung an die Streifen- 
enden entweder selbst beschrénkt ist, oder dies doch fiir thre reziproke zutrifft, 
so besitzt sie ber Anndherung an die Streifenenden bestimmte endltche oder un- 
endliche Grenzwerte und kann als rationale Funktion von w= e&i™ dar- 
gestellt werden. Sie nimmt also im Streifen einen jeden Wert gleichoft an. 
Die genannten Grenzwerte sind dabei ihrer durch die rationale Funktion be- 
stimmten Vielfachheit nach zu zéihlen. 


rae ~~ 
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§ 2. Analytische Darstellung der periodischen Funktionen. 

Das Prinzip, nach dem die Bildung analytischer Ausdriicke geschieht, 
welche einfachperiodische Funktionen darstellen, ist das gleiche wie das 
S. 260 fiir die doppelperiodischen Funktionen auseinandergesetzte. Hier 

_ wie-dort bendtigen wir zuniichst eine Konvergenzbetrachtung. Sie stiitzt 


sich hier auf die bekannte Tatsache, daB die Reihe >s fiir x >2 kon- 
: n 


: +a 
vergiert. Daraus kann man schlieBen, da® die Reihe +— absolut 
er (u— n) 
und gleichmaBig in jedem endlichen Bereich konvergiert, wenn man 
zuvor die endlichvielen Glieder, welche in dem 
Bereiche unendlich werden, aus der Reihe ent- 
fernt hat. Wir beweisen gleich die absolute 
und gleichmaSige Konvergenz fiir den ganzen 
‘Streifen der Fig. 77. Er hat die Breite 2 m. 
m bedeutet eine ganze Zahl. Lasse ich die 


Glieder weg, die in diesem Streifen Pole be-£ 
1 


sitzen , 80 bleibt die Reihe er i iibrig. 
pied 
|n| >m+1 
Hier ist nun aber 
iat 1 ; 1 : 
= x (u=uU, +7U,). 
= | (u,—n)?+ us| —|u,—n|* precited 
Ferner ist 
u—n u Ray bee 8 Sepals =. sat tale 
> J=|1—S|21 ie m+1  m+1 
‘ , —n \% 1 1 
_ Also wird | a Z mit OM 
1 1 M 


Daraus. folgt aber =" 


fen 
Ju—n* ~|u—nl* *m 
Und hieraus entnimmt man die absolute und gleichmabige Konvergenz der 


Reihe. Nimmt man nun die weggelassenen endlichvielen Glieder wieder 
hinzu und wahlt fiir x eine ganze Zahl, so stellt die Reihe 


nthe 1 
2 
“eine periodische Funktion der Periode Eins dar, welche bei w=0 und den 


 fquivalenten Stellen Pole x-ter Ordnung besitzt. 
~ | 


989 XII. Einfachperiodische Funktionen 


Die einfachste dieser Funktionen, das Analogon zur p'-Funktion, ist die 
Funktion +x 
Baer i | fc slate 
y= eae): 


Wir gehen gleich zu ihrem Integral tiber. Ich setze 


oa 2+ [pO ihaeeda St ke ky, 


—o 


Dafiir kann man auch schreiben 


= + > goa 
1 
Man kann zwar den Darlegungen von S.178 schon entnehmen, daS 
diese Funktion weiter nichts ist als wcotgau. Doch ist es sehr instruktiv, 
~ dies Ergebnis hier auf einem ganz anderen Weg wieder zu gewinnen. Wir 
wollen also diese Funktion etwas naher untersuchen. Zuniachst wollen wir 
uns davon tiberzeugen, daB sie periodisch ist. Dazu schreiben wir sie in 


der Form 
gp (uv) = = + Doss “te ~) 1 es =) 


ir = +> seat aaa) + eit )t > Grae ed 


Dann wird 
HOD SMetitat 5) | Neti—n 6) 
sat rit a}t SH aio a) tate 


In der Differenz g(u+1)— (wu) nehmen wir nun immer die Glieder zu- 
sammen, welche dieselbe Polstelle besitzen. Dann wird 


put)—e@anit S(2 ee oe ha 


Das ist aber offenbar Null. Denn die k-te Teilsumme von > (— Be ) 
ist ‘ n n+l 


Laas 
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Weiter haben wir uns zu tiberzeugen, daf die allgemeinen Siitze des vorigen 
Paragraphen auf diese Funktion anwendbar sind. Wir miissen also die 
Funktion p(w) in den Streifenenden abschitzen. Das geht hier sehr leicht. 

Aine eee ea tet M5 
— (u, —n)? + ud ~ (n—1)?+U2 


1 ‘ : 
2 = ay Da aber siimtliche Reihenglieder mit : : | 


zugleich abnehmen, so ist die Funktion g(w) tatsachlich in den Streifen- 
enden beschraénkt und besitzt also dort endliche Grenzwerte. Daher nimmt 
sie als rationale Funktion von e*'*” jeden Wert im Streifen gleichoft an. 
Da sie aber ersichtlich daselbst nur einen einfachen Pol bei wu = 0 besitzt, 
so nimmt sie jeden Wert genau einmal an. Daher vermittelt sie eine schlichte 
Abbildung des Streifens auf eine volle Ebene. Sie ist also eine lineare 


Funktion von w=e?'*“. In ihren Polen stimmt sie mit der Funktion 
Qiu 


Denn man hat jaim Streifen 0 <u, <1: | ——" 


Also ist | p (wu) |<. 


| Ue | 


cotg zu tiberein, die ja als lineare Funktion 7 


jiza_, Yon w= e?*7™ im Streifen 
u 1 


jeden Wert genau einmal annimmt. Die Pole der Funktion cotg ww besitzen 


: Al cos mu 1 : 
aber das Residuum —- Denn es ist ja lim ————-w = —- Unsere Funktion 
14 20 sin 2 4 


stimmt daher mit wcotg zw in den Hauptteilen der Pole tiberein. Daher 
besitzt die Differenz acotg xu —g(w) gar keine Pole und ist daher als 
rationale Funktion von w= e?‘™” eine Konstante. Um den Wert dieser 
Konstanten zu bestimmen, beachten wir, da8 sowohl acotg xu wie p(w) 
ungerade Funktionen sind. Ihre Laurententwicklungen in der Umgebung 
von «= 0 enthalten daher nur Glieder ungerader Ordnung. Namentlich also 
sind die Absolutglieder der Entwicklungen Null. Die Differenz xcotg xu — (wu) 
wird also in der Umgebung von u = 0 durch eine mit den linearen Gliedern 
beginnende Potenzreihe von u dargestellt. Sie verschwindet daher bei u =0. 
Daher ist die Differenz tiberall Null. Denn wir wissen schon, daB sie von 
wu unabhangig ist. Daher haben wir nun die Partialbruchdarstellung des. 
Cotangens: 


ae on 

1 fe ee 1 ! 1 

acotg mu = 7 + ee ies > {= 
j ets 


Durch gliedweises Differenzieren entnimmt man hieraus, dab 


* 1 dp Ey 1 
sin?au =u? sah (u—n)? 
—o 


d ; = 
Beachtet man aber, daB ferner wcotgau= 7 logsin xu, 80 erhalt man 


durch gliedweises Integrieren (in der 2’ von 0 bis w) 
Bieberbach, Funktionentheorie I 19 
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logsin tu = log u i {log (1 — <) + a + C. 


Dabei ist C eine noch zu bestimmende Integrationskonstante. Aus dem 
* Ergebnis gewinnt man weiter die Faktorzerlegung des Sinus, némlich 


+a u 
‘ t UW a y 
sin wu = uf i (i= =e e°, 
— @ 
Um nun die Konstante e® zu bestimmen, mtissen wir nur beachten, daf 
. BinwuU 
lim: —— = x 
u>od UW 
sein muB. Daher wird nun: 


ma ! “u\ — = u? 
1 es fa gree n— ee I 
sin TU = TU | (1 =) e TU | | (1 3) 
—on 1 


Aufgabe: Man beweise direkt (ahnlich wie im Text bei cotg aw), dab 


aad 1 
sin? ru = (u—n)? 
ist und erschlieBe daraus die Partialbruchzerlegung von 


a cotg ru. 


Dreizehnter Abschnitt. 


Allgemeine Sitze iiber die Darstellung der analytischen 
Funktionen durch Reihen und Produkte. 


§ 1. Die Partialbruchdarstellung der meromorphen Funktionen. 


Sowohl bei den doppelperiodischen, wie bei den einfachperiodischen 
Funktionen sind uns Darstellungen gewisser meromorpher') Funktionen 
durch Partialbruchreihen begegnet. Hs ist nun an der Zeit, diese Beispiele 
einer allgemeinen Theorie einzuordnen. , 

Ks mége also eine meromorphe Funktion f(z) vorgelegt sein. Ihre 
Pole sollen bei den Stellen a,(x =0,1,---) gelegen sein. An der Stelle 
a, sei der Hauptteil f,(¢) durch die Darstellung 


Am AM 
1 


f.(@) = 


Ay 
(¢—a,) x ; @—a, 


1) Eine analytische Funktion nennt man meromorph, wenn sie an allen endlichen 
Stellen des Argumentes rationalen Charakter besitzt, 


uns erst spiter beschiftigen. 
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gegeben. Wir diirfen annehmen, daf die a, nach der GréBe der absoluten 
Betrage geordnet sind, daB also 0<|a,|<|a,|<---. Dann ist lim |a,|= 00. 


Wir wollen dann zeigen, daB man eine ganze Funktion g(2) und gewisse 
ganze rationale Funktionen g,(¢) so bestimmen kann, daB 


(()=9@) + Hf.) — a). 


Dabei wird die Reihe in jedem endlichen Bereich gleichmaBig konvergieren, 
wenn man sie erst durch Weglassen der endlichvielen Glieder verkiirzt, 
welche in dem Bereich Pole besitzen. Man nennt diesen Satz nach seinem 
Entdecker den Weierstrafschen Satz. Ebensowenig wie bei der Reihe fiir 
cotgz oder fiir p(z) konvergiert also die tiber die Hauptteile erstreckte 
Reihe im allgemeinen selbst, Vielmehr kommt die Konvergenz erst durch 
die konvergenzerzeugenden Zusatzglieder g,(z) zustande. Sie sind uns ja 
auch schon bei den eben genannten Reihen begegnet. 

Unsere Betrachtung wird gleichzeitig noch mehr erkennen lassen. Wir 
werden zum Beweis gar nicht nétig haben, daB bereits bekannt ist, dab 
die f,(¢) die Hauptteile einer meromorphen Funktion sind. Vielmehr kénnen 
die f(z) ganz beliebig vorgegeben werden. Auch die a, kénnen ganz be- 
liebig gewahlt werden, wenn nur lima,= oo erfiillt bleibt.) Stets kann 


man dann die g,(z) so wiahlen, daB ‘die Reihe in dem angegebenen Sinne 
gleichmaBig konvergiert. Damit ist dann zugleich gezeigt, daB die Haupt- 
teile meromorpher Funktionen keinerlei Beschrinkungen unterliegen. Der 
Unterschied zweier meromorpher Funktionen mit den gleichen Hauptteilen 
ist natiirlich eine ganze Funktion. Damit ist schon der auf die Funktion 
g(z) sich beziehende Teil unserer Behauptung erledigt. Hs bleibt uns also 
nur zu beweisen, daB die Reihe bei passender Wahl der g,(z) konvergiert. 


a . 
Wir fiihren nun eine unendliche Folge von Kreisen K,,: |¢| < eet mit 


a . . . . of 
niemals abnehmenden Radien | ein. Ferner wahlen wir irgendwie eine 


unendliche Folge positiver mit = stets abnehmender Zahlen «,(* = 1, 2---) 


derart aus, daB ihre Summe > konvergiert. 


1 
Wenn nun a, = 0 sein sollte, so soll das Zusatzglied g,(¢) =0 gesetzt 
werden. Fiir alle von Null verschiedenen a, aber soll die Bestimmung der 
Zusatzglieder g,(2) nach der folgenden Regel geschehen: Im Kreise |#|<|a,/ 


1) Der analoge Satz fiir den Fall, daB die a, dieser Bedingung nicht gentigen, wird 


19” 
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ist der Hauptteil f,(z) regular. Er kann daher durch eine in diesem Kreise 
konvergente Potenzreihe %%,(¢—,) dargestellt werden. Da diese nun in 


| tn 


dem kleineren Kreise K,:|2|< gleichmaBig konvergiert, so kann eine 


Teilsumme g,(2) der Reihe so als werden, daB |fn(2) —gn(Z)| < & 
bleibt in dem ganzen Kreise K,. Dies g,(z) soll als n-tes Zusatzglied aus- 
gewahlt werden. Nun nehme ich irgendeinen Kreis K:|7|< K und lasse 
die Reihenglieder beiseite, deren Kreis K, einen kleineren Radius hat als X. 
So werden im ganzen nur endlichviele Glieder beiseite gelassen. Die 
noch iibrig bleibende Reihe hat nun die Higenschaft, daf fiir alle ihre 
Glieder die eben angegebene Abschitzung gilt. Denn die diesen Gliederu 
zugehérigen Kreise K, umfassen alle den Kreis K. Daher konvergiert die 
Reihe gleichmiBig. Denn die Zahlenreihe Ze, konvergiert und die Ab- 
schatzung hingt von der Stelle z nicht ab. 


§ 2. Der Mittag-Lefflersche Satz. 


Man kann die Betrachtungen des vorigen Paragraphen unschwer auf 
Funktionen mit beliebiger Polverteilung ausdehnen. Die endlichen oder un- 
endlichen Haufungspunkte der Pole sind dann nattirlich keine Pole. Sie 
kénnen Singularitiiten von anderem Charakter sein. Es kann sein, dab 
durch diese Haufungspunkte die Kbene in mehrere Teile zerlegt wird. Stets 
wird sich ergeben, daB die Reihe in jedem Bereich, der nur endlichviele 
Polstellen enthalt, von den da unendlich werdenden Reihengliedern abgesehen, 
gleichmaBig. konvergiert. Sie wird dann also in den verschiedenen Teilen 
der Ebene verschiedene analytische Funktionen darstellen, die sich tiber die 
Bereichgrenzen hinaus nicht fortsetzen lassen. Die Durchfihrung dieses 
Ansatzes ist auerordentlich einfach. Die konvergenzerzeugenden Glieder 
werden hier nach folgender Vorschrift gebildet. Man ordnet jedem end- 
lichen Pol a, den nachst gelegenen Hiufungspunkt der Pole: c, zu. Als- 
dann ist der Hauptteil f,(¢) auBerhalb des Kreises | z— c,|= | a@n—¢,| 
regular. Der mit diesem konzentrische Kreis von doppeltem Radius werde 
mit K, bezeichnet. Zunichst werde auSerdem angenommen, da8 der un- 
endlichferne Punkt weder Pol noch Haufungspunkt von Polen sei. Dann 
kann man im AuBeren des Kreises | 2— c,| = | d,— on | 


fal?) = Br (ge) 


setzen. Daher. kann man wieder eine Teilsumme 9n(2)- dieser Reihe so 
wihlen, daB im AuBeren von K,, selbst | f,(2) — gn (¢)|<e gilt. Damit ist 
das Zusatzglied bestimmt. Die so erklirte Reihe konvergiert nun in jedem ab- 
geschlossenen Bereiche B, der nur endlichviele Polstellen enthalt, in dem an- 
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gegebenen Sinne gleichmafig. Denn es gibt nur endlichviele der Kreisperi- 
pherien K,, welche in ein derartiges Gebiet eindringen. Denn ein solches 
Gebiet hat einen endlichen von Null verschiedenen Abstand d von den Hiu- 
fungspunkten. Hs gibt aber nur endlichviele Kreise K,, deren Radius die Zahl 


da : 
> tbertrifft. Denn schlagt man um alle Haufungspunkte Kreise yom Radius g, 
so legen auBerhalb aller dieser Kreise nur noch endlichviele Pole. Nur diese 


k6nnen aber zu den Kreisen K, von einem Radius gréBer oder gleich An- 


la8 geben. Nur ein Teil der Kreise K,, dieser endlichvielen Pole kann in das 
Gebiet B eindringen. Lassen wir die zugehérigen endlichvielen Reihen- 
glieder beiseite, so konvergiert der Rest in B gleichmiBig, weil die Reihen- 
glieder in B dann durchweg kleiner sind als die Zahlen «,. Denn das Ge- 
biet B, liegt dann auBerhalb.aller noch tibrigen Kreise K,,. 

Nun bleibt nur noch ein Wort zu sagen tiber den Fall, wo z = oo Pol 
oder Haiufungspunkt von Polen ist. Dann gehen wir durch stereographische 
Projektion zu einer Kugeloberfliche iiber. Der Punkt ¢=0 midge dabei in 
den tiefsten, der Punkt 2 = oo in den hochsten Kugelpunkt tibergehen. Alle 
MaBangaben, die bei unseren Darlegungen gemacht wurden, mégen dann auf 
die Kugel bezogen werden. Wird dann der nichste Haufungspunkt der 


Punkt oo, so tritt an Stelle einer Entwicklung % (=) eine Entwicklung 


en) 


%(z). Die nahere Durchfiihrung dieser Andeutungen mége als niitzliche 
Ubung dem Leser iiberlassen bleiben. | 

Diese Betrachtungen beweisen einen allgemeinen Satz, den man nach 
seinem Entdecker den Mittag-Lefflerschen Satz nennt. Er lautet: Wenn in 
der komplexen Ebene Polstellen a, und zugehdrige Hauptteile f,(2) beliebig 
vorgegeben sind, so gibt es stets Reihen , 


f (2) = 2{f.(2) — 9-(4) js 
die in jedem keinen solchen Pol enthaltenden Bereich gleichmaBig konver- 
gieren. Die g,(z) sind dabei passend gewihlte rationale Funktionen. 


§ 3. Die Produktdarstellung der ganzen transzendenten Funktionen. 
(2) 


Die logarithmische Ableitung ue einer ganzen Funktion f(z) ist eine 
meromorphe Funktion. Ihre Pole liegen an den Nullstellen von f(z). Sie 
sind alle einfach und haben nach S. 184 ganzzahlige Residuen. Umgekehrt 
ist jede derartige meromorphe Funktion logarithmische Ableitung einer 
ganzen Funktion, Man erkennt dies ohne weiteres durch Integration und 
Ubergang zur Exponentialfunktion. Darin liegt, daf die Nullstellen einer 
ganzen Funktion und ihre Vielfachheiten beliebig gewahlt werden kénnen. 
Nur die eine Hinschrinkung besteht, daB im Endlichen kein Haufungspunkt 
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von Nullstellen liegen darf. Sonst ware nach S. 138 die Funktion iden- 
tisch Null. 

Diese Darlegungen erlauben es, wie bei sinz und bei o(#) ausgehend 
yon der analytischen Darstellung der meromorphen Funktionen durch Par- 
tialbruchreihen, zur Darstellung der ganzen Funktion durch unendliche Pro- 
dukte tiberzugehen. Sie ‘sind das Analogon zur bekannten Zerlegung 
ganzer rationaler Funktionen in Linearfaktoren. 


Im vorliegenden Fall ist f,(2) = 
haben die folgende Gestalt: 


Bee und die Zusatzglieder g,(z) 


Die meromorphe Funktion sei?) 


Ga90+ He ~ iota seaiiaees ) 

oo z Lf a. 1 {2\"% 

D ird wes 9 AeA fee 22 Rl) |. 
ann wir f(2) =e ET aye 


Das ist die zuerst von Weierstraf angegebene Produktdarstellung der 
ganzen Funktionen. Hier gilt eine ihnliche Bemerkung wie bei den Par- 
tialbruchreihen. Das Produkt der Linearfaktoren selbst konvergiert im all- 
gemeinen noch nicht. Die Konvergenz wird erst durch den Zusatz der 
konvergenzerzeugenden Hxponentialfaktoren erzwungen. 

Hs ist von Interesse, die Beziehungen zwischen den Exponenten m, und 
den Nullstellen a, etwas n&her zu betrachten. Natiirlich besteht in der 
Wahl der m, eine groBe Willkiir. Denn wir nahmen ja z. B. eine beliebige 
konvergente Reihe Ye, und benutzten die «, als Gradmesser fiir die zu er- 
strebende Approximation der Hauptteile durch die Zusatzglieder, ~ Indessen 
wird man es als méglichst giinstig ansehen miissen, wenn man mit még- 
lichst kleinen », durchkommt. Es erhebt sich daher die Frage, wie man 
in dieser Richtung ein Urteil gewinnen kann. 

Bei dieser Untersuchung erweist es sich als zweckmiafig, nicht bis zur 
Partialbruchreihe zuriickzugehen, sondern schon bei dem Logarithmus der 
ganzen Funktion stehen zu bleiben, Man gewinnt so bessere Abschiitzungen. 
Das unendliche Produkt ist némlich dann und nur dann konvergent und an 
den von den a, verschiedenen Stellen von Null verschieden, wenn die Reihe 


1) Wir nehmen uns die erlaubte Freiheit, den Term ati gerade m, mal zu 
schreiben, Lack 


\ 
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der Logarithmen seiner Faktoren in jedem endlichen Gebiet in dem schon 
mehrfach angegebenen Sinne gleichmafig konvergiert. D. h. also diese 
Reihe mu8 gleichmaBig konvergieren, wenn man aus ihr die endlichvielen 
Glieder herauslaBt, welche in dem betreffenden Gebiet unendlich werden. 
Dies ist wieder der Fall, wenn wir wieder unsere Kreise K, und unsere 
Zahlen «, heranziehen, nun aber die Abschitzungen bei der Reihe der 
Logarithmen durchfiihren. Fiir einen einzelnen Faktor finden wir 


: = : ny+1 , Ny +2 
pi(e)=log|(1— 2) eae oS |- ates +) -33(¢) ter 
Diese Entwicklung') konvergiert im Kreise | 

|2\|<|a,|. 
a, 


K,, ist mit diesem konzentrisch und hat den halben Radius Daher ist 


fiir ein in K, gelegenes z stets 


| | 


le| < “4! und lay |—|2| >] =} 


Schatzen wir nun das Reihenglied ab, so erhalten wir 
: ny+1 1 2 2 g ett 
2\~n,+1 


Sian tas 
v6) Sieg | 


Setzen wir nun’®) ee ee 


so brauchen wir nur zu verlangen, dab 
wet 

Bees 

fiir alle z konvergiert, Sowie man also die m, dieser Bedingung ent- 

sprechend gewahlt hat, hat man eine eel Produktdarstellung der 

ganzen Funktion gefunden. Wenn also z. B. konvergiert, dann kon- 

vergiert also auch das Produkt [TG — 4) al otek. Hier ist also die Ana- 


logie mit den rationalen Funktionen am weitesten getrieben, Im Sinus 
hatten wir ein Beispiel, wo man alle n,—1 wihlen darf. Die Nullstellen 
hatten bei sin wz die Werte a,=~, und tatsichlich konvergiert ja auch 


ny+1 


& 
a 


- Zz 
1) Durch ihre Wahl mége zugleich der zu verwendende Zweig des log ieee 


 festgelegt sein. 
2) Diese e, sind nun zwar nicht von z unabhingig, aber die Ze, ist eine Potenz- 


reihe, die also "selbst gleichmaBig konvergiert. Das geniigt fiir unsere Zwecke. 
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eo Bei der Funktion 6(u) war n,=2 und a,= 2a, Tatsachlich 
x 


konvergiert ja 2 Got Natiirlich kann man in allen diesen Fallen 
statt dieser moglichst kleinen n, auch gréBere Werte n, wahlen. Dann 
andert sich damit auch der Exponentialfaktor, der noch vor dem Produkt 
steht. 

Besonderes Interesse haben die ganzen Funktionen von endlichem Ge- 
schlecht gefunden. Das sind diejenigen Funktionen, deren Zahlen , beschrankt 
sind, und in welchen die Funktion g(z) im vorstehenden Hxponential- 
faktor eine ganze rationale Funktion ist. Ihr Grad sei p,, die Zahlen 
n, seien héchstens p,. Ist dann p die gréBere der beiden Zahlen p, und p,, 
so hei®t p das Geschlecht der Funktion. 

In Exponentialfunktion und Sinus kennen wir also ganze Funktionen 
vom Geschlecht Hins, in der o-Funktion ist uns eine ganze Funktion vom 
Geschlecht Zwei begegnet. Als Beispiel einer Funktion vom Geschlecht 
Kins sei noch das Reziproke der wichtigen I'- Funktion genannt. Sie ist durch 


o 


ape eras k: Ri epee 
mre] Ae +=)e | C= lim (1 +otyte +5 — log n) 
n=1 
erklart. Ndaheres iiber sie s. 8, 297ff. 
Mit der allgemeinen Theorie der ganzen Funktionen werden wir uns 
erst im zweiten Bande niaher befassen. 


§ 4. Hinige Anwendungen. 

Die Uberlegungen der beiden vorhergehenden Paragraphen lassen viele 
niitzliche Folgerungen zu. lJHinige derselben sollen hier hervorgehoben 
werden. 

Wir beginnen mit dem Satz, daf sich jede meromorphe Funktion als 
Quotient zweier ganzen Funktionen darstellen lat. 

Um das einzusehen, hat man nur die Pole a,, a,,--- der meromorphen 
Funktion und ihre Vielfachheit festzustellen. Alsdann bildet man nach 
dem in § 2 angegebenen Verfahren eine ganze Funktion, die an den Stellen 
@,, @,+++ Nullstellen der betreffenden Vielfachheit hat. Multipliziert man 
nun die gegebene meromorphe Funktion mit dieser ganzen Funktion, s0 
entsteht eine polfreie Funktion von rationalem Charakter. Das ist aber 
wieder eine ganze Funktion. Damit ist der Beweis schon erbracht. 

Wir zeigen weiter, daB es ganze Funktionen gibt, die an den gegebenen 
Stellen a,, dy,+-- mit a, —» co gegebene Werte A,, A,,--- annehmen. Das 
ist offenbar eine Erweiterung der Aufgabe der Interpolation. Hier kann 
es sich aber tatsichlich nur darum handeln, die Existenz solcher ganzen 


i os cing 
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Funktion nachzuweisen. Daf sie eindeutig bestimmt seien, kann man nicht 
erwarten. Denn man hat ja nur nétig, irgendeine ganze Funktion zuzu- 
fiigen, welche an den gegebenen Stellen verschwindet, um eine weitere 
Lésung des Interpolationsproblemes zu erhalten. 

Um aber zu sehen, daB es ganze Funktionen gibt, die den angegebenen 
Bedingungen geniigen, verfahrt man ihnlich wie bei den ganzen rationalen 
Funktionen. Man bildet eine ganze Funktion g(z), die-an den Stellen a, 
einfache Nullstellen hat. Alsdann bilde man nach § 1 eine meromorphe 


Funktion ®(z), welche an den Stellen a, einfache Pole mit dem Residuum 


-—~ also dem Haupiteil 4s +— pesitzen. Das Produkt 
P (4,) ? (A)2> 8, 

f(@) = p): Be) 
ist dann eine ganze Funktion der gewiinschten Art. 

Als letzte Anwendung wollen wir auf den allgemeineren Satz von Mit- 
tag-Leffler des § 1 zu sprechen kommen. Man kann mit ihm einen 4hn- 
lichen ProzeB vornehmen, wie der war, dem wir in § 2 den speziellen Satz 
unterwarfen. Man erhilt so eine analytische eindeutige Funktion, welche 
an beliebig gegebenen Stellen verschwindet. Wenn diese Stellen die Ebene 
in mehrere Bereiche zerlegen, deren Grenze dann von den Hiufungspunkten 
der Nullstellen gebildet wird, so erhilt man in jedem Bereiche eine Funk- 
tion, die tiber seine Grenze hinaus nicht fortgesetzt werden kann, die also, 
wie man sagt, die Grenze des Bereiches zur nattirlichen. Grenze hat.*) 
Schon S. 214 sahen wir, daB der Kreis so als Existenzbereich einer Funk- 
tion moglich ist. Kann aber so jeder beliebige Bereich Existenzbereich sein? 
Oder miissen da noch Bedingungen erfillt sein? Um zu sehen, daB keiner- 
lei weitere Bedingungen erfillt sein miissen, haben wir nur zu zeigen, dab 
man die Menge der Nullstellen im Bereiche so wiahlen kann, da jeder 
Randpunkt des Bereiches Haufungspunkt derselben ist, und da keine 
weiteren Haufungspunkte von Nullstellen existieren. Um das einzusehen, 
konstruieren wir ein Quadratnetz der Kantenlange Eins und wiahlen in 
jedem der Quadrate, welches Randpunkte enthalt (im Inneren oder am 
Rand), eine dem Bereich angehérige Stelle beliebig als Stelle a, aus. Als- 


dann wihlen wir ein Quadratnetz der Kantenlinge 5 und greifen wieder 


diejenigen Quadrate heraus, welche Randpunkte enthalten. In jedem 


wihlen wir wieder einen neuen dem Bereiche angehdrigen Punkt a,. Dann 


1) DaB die gefundene Funktion in keinem der Bereiche identisch verschwinden 
kann, lehrt schon die Art der Herleitung. Dabei war ja gerade die Regularitat des 
Logarithmus der Funktion an den von den a, verschiedenen Stellen der Bereiche ver- 


wendet. 
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1 
nehmen wir ein Quadratnetz der Kantenlinge {oz und verfahren ebenso. So 
geht es in infinitum weiter. So erhalten wir eine Menge von Punkten a, 
derart, daB alle ihre Hiufungspunkte Randpunkte des Bereiches sind, und 


derart, daB jeder Randpunkt ein Haufungspunkt der Menge Zz a, ist, 
Denn betrachten wir z. B. unser Quadratnetz der Kantenlange io” 8° sind 


die einzigen Quadrate, die unendlichviele Punkte a, enthalten k6nnen, die- 
jenigen, welche Randpunkte enthalten. Jeder Randpunkt aber gehdrt einem 
Quadrat eines jeden Netzes an. Daher wird in seiner Nahe mit jedem Netz 
ein neuer Punkt a, gewihlt, so da® also in der Umgebung eines jeden 
Randpunktes unendlichviele Punkte a, liegen. 

So haben wir den Satz: Jeder beliebige schlichte Bereich kann Existenz- 
bereich darin regularer Funktionen sein. 

Die direkte Verwendung des Mittag-Lefflerschen Satzes ohne die im 
§ 2 gegebene Umformung wiirde nur lehren, daB jeder Bereich Rationalitits- 
bereich sein kann, wahrend wir jetzt sogar wissen, daB jeder Bereich als 
Regularitétsbereich auftreten kann. 


§ 5. Der Satz von Runge. 


Die seitherigen Uberlegungen sind in einer bestimmten Richtung noch 
unbefriedigend: Wir haben die Folgerungen aus dem Mittag-Lefflerschen 
Satz nicht ganz so weit treiben kénnen, wie die aus dem WeierstraSschen. 
Mit anderen Worten, wir haben gelernt, beliebige Funktionen, die in der 
vollen Ebene regulir oder meromorph sind, in Reihen rationaler Funktio- 
nen — Partialbruchreihen — zu entwickeln. Im allgemeinen Fall aber haben 
wir nur gelernt, da8 es analytische Funktionen mit beliebig vorgegebenen 
Hauptteilen ihrer Pole gibt. Wir haben nicht gelernt, eine in einem ge- 
gebenen Bereiche bis auf Pole reguliire Funktion in eine Reihe rationaler 
Funktionen zu entwickeln. Wo liegt der Unterschied? Erinnern wir uns: 
Auch bei den meromorphen Funktionen stellten wir erst eine Funktion auf 
durch Ansatz einer konvergenten Reihe rationaler Funktionen, welche die 
gleichen Pole und die gleichen Hauptteile besitzt wie die gegebene. Als- 
dann mute die Differenz eine in der ganzen Ebene regulire, also ganze 
Funktion sein, die eben bekanntlich durch eine tiberall konvergente Potenz- 
reihe darstellbar ist. Im allgemeinen Falle aber wiirde diese Differenz nur 
eine in dem gegebenen Bereiche durchweg regulire Funktion sein, fiir die 
uns aber, wenn der Bereich nicht zufillig gerade ein Kreis ist, keine so 
unmittelbar zugingliche Reihendarstellung zur Verfiigung steht. Hier also 
liegt die Schwierigkeit. Wir tiberwinden sie, indem wir zuerst den folgen- 
den Satz beweisen: 
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Eine in emmem gegebenen Bereiche reguliire Funktion lit sich in eine Rethe 
rationaler Funktionen entwickeln, die in jedem inneren Teilbereich gleichmipig 
konvergiert. 

Der Bereich sei B. Nach Satz XII auf S. 89 kann er als Grenzbereich 
polygonaler Bereiche aufgefaf8t werden. Die Folge dieser Polygone sei 
II,, [1;,... Man kann sie natiirlich so wihlen, daB nicht zwei der Polygon- 
kurven Punkte gemeinsam haben. Hs sei z ein Punkt aus dem Inneren von 
IT,,;. Dann ist nach der Cauchyschen Integralformel 


f(@) = a eee di 


Mn —1 
Dabei wird also das Integral iiber das Polygon J, erstreckt, das von I, —1 
uud seinen Innenpunkten einen von Null verschiedenen d_ iibertreffenden 
Abstand haben mége. Nach den Uberlegungen von 8. 104ff ist dies Integral 
Grenzwert einer Summe: "sf (ip) 48 


2mt 3,—z2 2 


Dabei liegen also die 3, Punkte auf der Polygonkurve JJ,. Somit ist die 
Funktion f(z) als Grenzwert von rationalen Funktionen dargestellt. FaBt 
man diese als Teilsummen einer Reihe auf, so ist f(z) in eine Reihe ratio- 
naler Funktionen entwickelt. Aber konvergiert diese auch in JI,—1 gleich- 
maBig? Auch hierauf finden wir leicht die Antwort, wenn wir uns an die 
Betrachtungen von §. 105 zuriickerinnern. Dort haben wir gelernt, dab der 
Unterschied eines Integrales von einer Naiherungssumme héchstens 


2eL 
betragt, wenn L die Linge der Integralkurve bedeutet und die Schwankung 
des Integranden in den Teilintervallen des Integrationsweges kleiner als « 
ist. Es kommt also hier auf die Differenz 


_ re Lent eG") 


Qi x _4—2 Ami 3"—z 


an. Nimmt man noch suitlaaish an, daB das pate IT,—1 ganz im 
Endlichen liegt, so sei Mf eine obere Schranke fiir den absoluten Betrag von 
z. Da weiter nach Voraussetzung d der Abstand von JJ, und II, ist, so 
erkennen wir, daB diese Differenz kleiner ist — 


sz If@)I-1F@| | 


und das kann offenbar durch geniigend feine Wahl der Hinteilung von II, 
unter ¢ heruntergedriickt werden. Diese Wahl der Hinteilung ist fiir alle z 
aus IJ, die gleiche, und daher streben die rationalen Funktionen gleich- 
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miBig gegen f(z), solange ¢ dem Inneren des Polygones JI,—1 angehdrt. 
Die Pole dieser rationalen Funktionen liegen auf dem Polygon J, Will 
man nun endlich, wie es im ersten Satz von Runge behauptet ist, eine 
in jedem Teilbereich von B gleichmaBig konvergente Reihe fiir f(¢) haben, 
so wihle man wieder eine Folge positiver gegen Null abnehmender Zahlen ¢,,. 
Man wiahle dann eine rationale Funktion R, (2) aus, die in IZ, um weniger 
als s, von f(4) verschieden ist. Dann gilt wieder 


f (2) = lim R, (2), 


und das gilt gleichmaBig in jedem Polygon JJ, und damit in jedem inneren 
Teilbereich von B, da ein jeder von einem solchen Polygon gentigend 
hoher Nummer umschlossen wird. 

Es ist nun noch ein Schénheitsfehler dieses Resultates, daBi die benutzten 
rationalen Funktionen im Bereiche B Pole aufweisen. Man kann diesen 
Schénheitsfehler beseitigen und die eben gefundenen rationalen Funktionen 
durch andere ersetzen, die im Inneren von B keine Pole haben. Wenn B 
einfach zusammenhingend ist, so kann man sogar alle Pole ins Unendliche 
legen und somit f(z) in eine in B gleichmafig konvergente Reihe von 
Polynomen entwickeln. 

Die Methode, die Runge ausgedacht hat, um dies noch zu beweisen, be- 
ruht auf einer Verschiebung der seither vorhandenen Pole. Durch dieselbe 
soll gezeigt werden, daB man eine rationale Funktion, deren Pole am Rande 
von II, liegen, durch eine andere rationale Funktion ersetzen kann, deren Pole 
an beliebigen?) im Auferen von JJ, vorgegebenen Stellen liegen, und die sich im 
Tnneren von JJ,_, von der gegebenen um weniger als eine gegebene Zahl ¢ 
unterscheidet. Der Partialbruchzerlegung von R, (2) entsprechend wird es 


gentigen, diesen Nachweis fiir einen einzelnen Partialbruch — 2 er- 


Ax 

; (2@—a@) 

bringen. Da der Rand von JI, von IJ,—; um mehr als d absteht, so kann 
man von @ ausgehend eine Kurve © zu dem gewiinschten neuen Pol 6 
zeichnen, die iiberall um mehr als d von JI,_; absteht. Man kann also 
um jeden ihrer Punkte einen Kreis vom Radius d zeichnen, in dessen 
AuBerem IT,—1 liegt. Ich wiahle zunichst die neue Polstelle a, auf der 
Kurve so, da8 dem um sie mit dem Radius d gezeichneten Kreis auch die 
alte Polstelle a angehdrt. Ich werde dann zuniichst diese Stelle a, als 
neue Polstelle einfiihren. Ich werde dann mehrmals hintereinander diesen 
ProzeB ausfiihren, bis der gewiinschte Endpunkt 6 der Linie © der einzige 
neue Pol geworden ist. Wenn ZL die Lange von © ist, so hat man offen- 


bar hoéchstens [4] +1 mal den ProzeB auszufiihren. Schaltet Bei: 


1) Die neuen Pole miissen aber mit den alten auBerhalb IZ, verbindbar sein. 
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nimlich auf der Kurve Punkte a= a, a,, ---a,=b ein derart, daB ein 
Kreis vom Radius @ um a, stets a,—4 enthilt, so wird eine Funktion, 
welche ihren einzigen Pol bei a,_; hat, stets im Auferen dieses Kreises 
regular sein, und diesem AuBeren wird stets IT, 1 angehdren. Kann man 
sie also mit jeder gewiinschten Genauigkeit in I, dureh eine Funktion 
R(z) approximieren, welche nur bei a, Pole besitzt, so ist das gewtinschte 
Ergebnis erreicht. Fiihren wir das im einzelnen durch: Die Funktion 


i Oh aes 


a) 


besitzt nur bei z=a Pole. Der Punkt a, liege in einem Abstand kleiner 
als d von a im AuBeren von JT,. Im Kreise | z— a,| > d.ist die Funktion 
R, (2) regulir. Dem Auferen eines noch etwas gréBeren Kreises gehort 


II,—1 an. Ich entwickle R, (2) nach Potenzen von » also in eine in- 


Z—a, 


konvergente Reihe 5 1 
Ba) 


Diese konvergiert in JI; gleichmaBig. Ich kann daher eine Partialsumme 
RR, (2) derselben so bestimmen, daB fiir alle z aus II, 


By (2) -R,@(<+ 
bleibt. Nun gehe ich zum Punkt a, tiber, der in einem Abstand kleiner 
als d auf © im AufSeren von JJ, gewihlt ist. Auf Grund der gleichen 


Uberlegung kann man nun eine rationale Funktion R,(z) bestimmen, deren 
einzige Pole bei a, liegen, und fiir die in ganz II,_1 


| R, (2) — BR, @)l<- 


gilt. Daher ist nun IR()—R(@\< zs 
in ganz IJ, 1. So weiterfahrend erhilt man nach w Schritten eine rationale 
Funktion, deren simtliche Pole bei b liegen, und die sich in IJ,_, von der 
gegebenen um weniger als ¢ unterscheidet. 

Wenden wir nun dies Ergebnis auf unsere Reihenentwicklung an. Im 
allgemeinsten Fall wird der Bereich B, in dem wir entwickeln wollten, mehr- 
fach zusammenhingend sein, Dementsprechend umschliefen die einzelnen 
Polygonriinder Randpunkte von B. Unsere Uberlegung lehrt, daB wir die 
auf einem solchen Polygonrand gelegenen Pole der Reihenglieder in Rand- 
punkte von B oder in Punkte der Komplementiirmenge von B verschieben 
kénnen, welche von demjenigen Polygonrand umschlossen sind, dem die 
Pole angehdren. Die f(¢) approximierende rationale Funktion wird dabei 
durch die neue mit den verschobenen Polen in JJ, —; bis auf einen beliebig 
zu wahlenden Fehler ¢,—; approximiert. Wir wahlen diese Fehler so, dab 


~ 
> 
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&,—1—> 0 strebt fiir » —» co. Dann konvergieren auch die neuen rationalen 
Funktionen mit den verschobenen Polen in jedem inneren Teilbereich von 
B gleichmaBig gegen f(z). Wir haben also den Satz: 

Jede in einem gegebenen Bereich B reguldére Funktion kann in eine Rethe 
von rationalen Funktionen entwickelt werden, die in jedem inneren Teilbereich 
von B gleichmépig konvergiert. Die rationalen Funktionen kinnen dabei so 
gewdhlt werden, dap thre sdimtlichen Pole B nicht angehoren. 

Wir haben dartiber hinaus sogar gelernt, da8 man die Pole in gewisser 
Weise willkiirlich wihlen kann. Wir wollen daraus fiir einen speziellen 
Fall noch eine weitergehende Folgerung ziehen. Der Bereich B mége ein- 
fach zusammenhingend- sein. Wenn es dann gelinge, die samtlichen Pole 
ins Unendliche zu verlegen, so hitten wir erkannt, da8 man eine jede in B 
regulire Funktion in eine in B konvergente Reihe von Polynomen ent- 
wickeln kann. Zunichst lehren ja unsere Uberlegungen leicht folgendes: 
Wenn B einfach zusammenhingend ist und im Endlichen liegt, so kann man 
alle Pole in einen beliebigen endlichen Punkt der Komplementirmenge ver- 
legen. Die Verlegung ins Unendliche kann man so nicht erschlieBen, weil 
sie ja nicht durch endlich viele kleine Verschiebungen in der beschriebenen 
Weise zu bewerkstelligen ist. Aber man kann dann so schlieBen: Hs ist ja 
nur zu zeigen, daB eine jede rationale Funktion, deren Pole auf IZ, liegen, 
durch ein Polynom fiir alle z in JI,—, beliebig genau angenihert werden 
kann. Ich verbinde die Pole mit co durch Wege auBerhalb J7,. Dann wihle 
ich einen Punkt w auBerhalb dieser Wege und auferhalb JJ, und mache 
die Hilfsabbildung a= w. Aus z= 00 wird ein endlicher Punkt w=0. Die 
Wege liegen ganz im Endlichen, aus dem JI, werden endliche Bereiche, die zu 
untersuchende rationale Funktion geht in eine andere tiber, deren Pole eben 
am Rande des Bildes von IJ, liegen. Ich verschiebe sie alle nach 0 als dem 
Bild von Unendlich und erhalte eine neue rationale Funktion, die im Bild 
von JI,_; das Bild von R(¢) mit der gegebenen Genauigkeit annihert. 

Nun mache ich die Hilfsabbildung wieder riickgiingig. Dabei geht dierationale 
Funktion, deren simtliche Pole in 0 liegen, in ein Polynom ‘tiber, das R(¢) in 
IT, —; mit der gewiinschten Genauigkeit ann’hert. So finden wir als letzten Satz: 

Eine jede in einem einfach zusammenhiingenden Bereiche regulire Funk- 
tion kann in eine Reihe von Polynomen entwickelt werden, die in jedem inneren 
Teilbereich von B gleichmapig konvergiert. ; 

Methoden freilich, solche Entwicklungen zu finden, enthalten diese Dar- 
legungen nur in sehr unvollkommener Form. Wir werden aber im zweiten 
Bande auf anderen Wegen solche Darstellungen finden. Immerhin aber be- 
sitzen die eben bewiesenen Sitze einen gro8en prinzipiellen Wert. 


ot >. 


, 

; 

4 
z 
3 
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Vierzehnter Abschnitt. 
Die Gammafunktion. 


§ 1. Die Eulersche Summenformel. 


f(z) sei fiir positive reelle x samt den weiter etwa zu benutzenden Ab- 
leitungen eindeutig und stetig erklirt. Es soll 


f(0) + f) +--+ f@) +. 
in emer Form dargestellt werden, die es erlaubt, die Summe dieser Reihe 


abzuschiatzen, es eventuell erlaubt, ihren Wert mit einiger Genauigkeit zu 
berechnen. Man hat zunichst 


f(n) — f) = fF" (a) as 
Insbesondere also hat man 


f(n) — F(0) -J f'(@)da 
f(m) — FD) =f f'@) da 


fo) — Fn) =f f'@)ae 


Die Addition dieser Formeln ergibt 


(954. nro) —D (ay Or; Jf f'@ae. 


Zerlegt man jedes Integral auf der rechten Seite in eine Summe von In- 
tegralen zwischen je zwei aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen, so kommt 


- dabei das Integral x41 


Jf (ode 


im ganzen x +1-mal vor. Daher kann man 


n 


w+ DF) — Dire) = f+ 1) ¢'@ae 
schreiben. Setzt man dann 


 ——s P,(a) =[2]—2 +5) 


so wird 


298 e XIV. Die Gammafunktion 


men —dr@=-[Pere@dt far@de+5 [rode 


= [P,(wf' @dz-+npen)— ft @det $fO)— $ FO) 


Also hat man 


xs n n : n 
2 Sr@=fr@dn+t rent fo) —f R@F'@ae. 
0 - 0 
Schon in dieser einfachsten Gestalt leistet die Eulersche Summenformel, 
die wir hier im Anschlu8 an Wirtinger abgeleitet haben, oft niitzliche Dienste. 
Beispiele dafiir werden wir dfters kennen lernen. Hier sei nur erst ein ganz 


einfaches gegeben: 


Ich wiahle [ayes ere 

Dann liefert die Formel (2) 
1 1 - 1 1 ; 1 
t+ e+e tog = bgt t+ saat 1) +f P@)qtnde. 
6 

Da nun aber EF a CW Oe | 
gilt, so konvergiert J P,(@) gayi do. 
Daher findet man 0 


1 


: 1 F 1 
TEE (eyes rr po 8 me + JRO’ 
Man hat also den Satz. 
Der Grenzwert a (1 + ; Ss Sine att — log (m + 1)) 
existiert. Man nennt seinen Wert die Evulersche Konstante und bezeichnet 


sie mit OC. 


Wir werden bald sehen, daB eine Ausgestaltung der Formel (2) die Mittel 
bietet, C mit jeder gewiinschten Genauigkeit auszurechnen. 


Man gewinnt diese Ausgestaltung, indem man auf das Restintegral der 
Formel (2) Produktintegration anwendet. Bevor wir das tun, wollen wir 
uns erst die Funktion (1), also 


P, (a) = [a] —#%&+ =f etwas naher ansehen. 


Die Reihe log(l —s) = pf... 


: 
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konvergiert noch auf dem Einheitskreis, wofern z + 1 ist. Denn trigt man 
z=e—' ein, so erhalt man: 


d : é e 2*” 
log (1 — e— ‘¥) = — e—*9 — —__~» — «ss 
Setzt man a 
: : , ; __p— nip 
Sy = eFP F EMP 4... te—nip = gigi =e _, 
. —Fs 
so wird es 
—2ig —nig Ss —S, 
s € é Sa, 
C="? oe eS + eS ts ses = ee Ee 
= = : = ahaa i Sor Gags + = 


=s,(1-)+s,($—3) ++ t5—1(43-*\42 


Ti— eae 
Da nun aber fiir jedes 0< » < 27 
(8) lim = = 0 
gilt, so konvergieren die beiden Reihen 
Nee 1 1 
Re TE 


gleichzeitig und haben die gleiche Summe. ~Dazu bemerkt man noch, daf 
fiir jedes 0 > 0 in 0 < my < 2a —0 der Grenzwert (3) gleichmaBig gilt. Die 


oa 
Reihe 7 Date) 
konvergiert aber gleichma&Big und absolut. Denn es ist ja 
| S| < Sa Se 
i eee | sin 2 sin 2 


a kel fe 1 
ESt >, ( yok i) 
konvergiert natiirlich. Daher gilt auf jedem z = 1 nicht enthaltenden Bogen 


des Hinheitskreises gleichmaBig 
zz? 


FE ial 6 Soe Sree oat te 5 ‘ 


Nun ist aber weiter fiir den hierdurch dargestellten Zweig des Logarithmus 


Pi {log(1 == g—*tne) \= x(5 — z) . 
Denn man hat 
% {log(1 — e—?'77)} = B [log(1 — cos 2x + i sin 2a@)| 


= % [log(2 sin?’ ax + 72 sin wx cos 22)| 
= [log {2 sin aae'(Z—n2)} | 


== UX 
a r 


Bieberbach, Funktionentheorie I : ti 20 


& 


Ld 
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sin 2nx22x 
nu 


Daher gilt nun allgemein P,(”) = > 

i 
Die Reihe konvergiert gleichmafig auf jeder abgeschlossenen Strecke, die 
keinen ganzzahligen Punkt enthalt. Setzt man daher 


2] 
cos 2nwx 


P,(£) = reper 
so ist P; (x) = — P, (a). 
Ferner ist P,(0) = es = - 
(vgl. 5S. 182).1) Weiter setze ich 
P,(2) = >) ee 
Dann ist ~ P; (x) = P, (x), P,(0) = 9. 
Allgemein sei 
4 Pu)= Sa Patil) = De oe 
T 
Dann gilt P, (@) =— Psr—i(a), Py, (v7) = Pex(2), 
und es ist nach 8.182 P2,(0) = os Pex+1(0) = 0. 


Diese Darlegungen zeigen auch, daB man fiir 0<a#< 1 hat: 


P\@)=—2+ 3 


a? x 1 
P@)= 7-9 is 
x a? x 
2 (x) = ie onc a + — 12 usW. 


Diese mit den Bernoullischen nahe verwandten Polynome werden nun 
bei der Umformung des Restgliedes von (2) durch Produktintegration auf- 
treten. Man hat namlich 

1) sae kann auch so schlieSen: Man sieht an der Fourierschen Reihe fiir P, (x) so- 
a daB J P,(x)da=0 ist. Daher ist P,(#) bestimmt durch die Bedingung P, ae 


ee dx=0, Sucht man ihr ausgehend yon Pao | zu gentigen, so hat man 
1 


3 ap = +e, wo c aus der Bedingung | P, dx=0 sich zu 1 ergibt. Daher ist 
12 


ee A et) 
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~ SPP, ede =—f'@) Pa)! + f7"@P, waa 


# = — P,(0)(f') — f'(0)) + ff" (@) Py (a) da. 
So findet man die Formel : 


nr 


A f(x) = Lf f(a)dx+ 5 (F(m) + f(0)) + = (f'(n) — f'(0)) — ff" (@) P, (a) da, 


0 


Nun aber ist 
JP @P.@ae= 7" @P,@)|—[ 7" @P,@ae. 
0 0 0 


Hier verschwindet aber der ausintegrierte Bestandteil, weil P,(0) = P,(n) =0 
ist. Daher gilt auch die Formel 


>: f(x) = Lf f(a)da+ s(f (n) + f(0)) + eh (f'(n)—f' (0) + f f'" (a) Ps (x) da. 
0 0 iy 


Wendet man auf das vorkommende Restglied mehrmals den eben erlauterten 
ProzeB an, so findet man die folgende allgemeine Eulersche Summenformel: 


Dro=f rede +4 r+ 10) + BFF") 
0 0 
es Bs (f!" (n) — fl" (0)) 


(5) + 5 (Fm) —F(0)) 


Ps Be : 
ch (ee ee egy te lef SO ep 


+(— 1) Pax4s(a)fO*+9 (a) dae 
0 


Man darf nun nicht etwa erwarten, daf in dieser allgemeinen Hulerschen 
Summenformel mit wachsendem & das Restintegral gegen Null strebe und 


_ daB dann eine besonders gut konvergente Reihe entstehe. Das ist nicht 


_ der Fall, denn die Bernoullischen Zahlen wachsen sehr stark an mit wach- 
sender Nummer. Auf 8.182 gaben wir niémlich die Formel 
g2n—t 2” 


AES ny 8 


20* 
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an. Dabei war S2, die Summe der Reihe 
4 


ee 

also eine sicher die Eins tibertreffende Zahl. Man findet daher 
CB omed a ears 7 ae 2n—1 7! tebe 

On~ a 2x An Ann °&°@2 8.27 \Qn ’ 


so da also a — + oo fiir n —» oo. Da aber auch die 
fer =a) 
(2n—1) 
als Koeffizienten der Taylorentwicklung von f(x) im allgemeinen nicht nach 
Null streben, so wiirde eine Reihe herauskommen, deren Glieder nicht ein- 
mal den Grenzwert Null hiatten. 

Die Brauchbarkeit der Summenformel zur numerischen Rechnung mui 
also auf anderen Umstiinden beruhen. Welche das sind, wird durch die 
Behandlung eines Beispieles am klarsten werden. 

Ich will die Eulersche Konstante berechnen. Ich setze also wieder wie vorhin 


ae rte 
Dann liefert a Me) = Tre 


: LS ehh 1 
1+ ett —log(n+1)= saaite— eeeic 


2 
6) +t (Gay) 


B f ' 
SNe x+i 1 —: 
( 1) (2+ 2) (ae 1) 


(2%-+ 3)! 
a A f Pel ye ee pre 


Daher findet man fiir » —> co 
(2x+3)! 
(i+ ayer’ 


1 B, x 
Qe Gao} Ss at esd Bn eee ae Bee 
‘Hier mag nun zunichst das Restintegral i td werden. Man findet 
z. B. fiir x = 2 (nach (4)) 


P@\<gigrltgtgt)<4 og (1+ ie) 142 


2° x7 6 
; 
11 f Pe) had tea pias 


Also wird 
6 7 4° 8B 108 


<U oa 
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3 


Die Berechnung von i kann also auf die von / zuriickgefiihrt werden, 
0 


wenn man sich mit einer gee von = begniigen will. Fiir 
7! 
aber hat man nach (6) fiir » = 3 die Darstellung 
B73 B,/1 By /1 
=i} Jb toes b+ 3—3 (5-1) +2 (1) BG), 


Man findet also 
3 
J P, (2) = da = 0,018374-- 


1 


1 
Also fe asa De dz = 0,018374. + 3 Gos = 9,0183700.- - 


Tragt man dies in (7) ein, wo x= 2 zu nehmen ist, so erhilt man 
CO = 05772" - 


Will man eine erhéhte Genauigkeit haben, so mu man das Restintegral 
genauer bestimmen. Dazu mu man in dem Niaherungsintegral . 


7! 


n >8 wahlen. Zu seiner Berechnung hat man aber dann mehr Glieder 
notig. Man wird aber den Wunsch haben, mit méglichst wenig Gliedern 
der Reihe = auszukommen. Man hat dazu noch die Wahl von ~x frei. 
Man wird zusehen, x so zu wihlen, daB die Rechenarbeit méglichst klein 
wird. 
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Die Einfihrung der Gammafunktion entsprang dem Wunsch, den Begriff 
der Fakultét x! auf nicht ganzzahlige 7 auszudehnen. Durch diese Forderung 
allein ist natiirlich noch keine Funktion bestimmt. Denn es gibt viele, auch 
analytische Funktionen, welche fiir ganzzahlige Argumente iibereinstimmen. 
Ihre Mannigfaltigkeit wird schon etwas mehr eingeschrankt, wenn man ver- 
langt, daB I’(z) eine meromorphe Funktion sein soll, welche der Differenzen- 


gleichung P(e+1)=2T() 
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und der Bedingung I'(1)=1 gentigt.') Der Quotient zweier Funktionen, 
die dieser Differenzengleichung gentigen, besitzt die Periode Hins. Denn aus 


f, (@+ 1) = 2h (2) 
und ; fa (@ + 1) = 4A, (2) 


folgt A+!) _ 4, 
f£(@+1) fr) 


Unter allen diesen Funktionen ist die einfachste die durch den GauBschen 


Ausdruck 5 nin? 
I'(z) = lim 
(2) nen #@+1)-- +N) 
Pet) cay paee, 
V'@) > nsotretl : 


erklirte.”) Hs wird ja 


Stell aber dieser Ausdruck wirklich eine analytische Funktion dar? Das 
sieht man am besten, wenn man durch eine geringe Umformung des Aus- 
druckes Anschlu8 an die WeierstraBsche Produktdarstellung der ganzen 
Funktionen sucht. Hs wird nimlich 


atte (+m) _ ots t+ —logn)e. g. (1+ 2)en*} ++ {(1+ =) oa 


nin? 


Da nun aber 1 1 
te a OE ee 
strebt fiir » —> oo (vgl. S. 298) und da das Produkt 


IT (+) 


nach 8. 290 eine ganze Funktion darstellt, so wird 


rane} 


eine ganze Furiktion. 
Damit ist zugleich auch die gleichméfige Konvergenz des GauBschen 


Ausdruckes erkannt. I'(¢) ist also eine meromorphe Funktion, welche © 


nirgends verschwindet — sonst wiire die Reziproke nicht ganz — und 


welche an den negativen ganzzahligen Stellen z= —n einfache Pole be- 


sitzt. Wir bestimmen noch die Residuen dieser Pole. Zu dem Zweck haben 


wir lim (¢ +) I'(z) zu betrachten. Nun ist aber 
2>—71 


1) Dann wird also '(¢+1)=2! bei ganzzahligem z. 


2) Der Wert von n’ ist aus n° =e7!°8” eindeutig bestimmt, wenn wir festsetzen, 
da8 log reell gewahlt sei. 


Rd i eta by 


Pol vom Residuum 
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rte) = LEED. Teele D(e-+n+1) 
z(¢+1) ~ B(e+1)e+-(e-+n) 
Also wird (+n) T(z) = ESR et 
7 ayes r(1) sha 
fee ee te Ont heen) 1)" nl 


Nun entnimmt man noch dem Gaufschen Ausdruck sofort, daB F()= 
ist. Also besitzt die Funktion I(z) an der Stelle z= —y einen einfachen 
n! 


§ 3. Haupteigenschaften der Funktion I°(z). 


I'(z) hat eine Reihe von Polen, nimlich z=0, — 1, —2,--- mit der 
Senction a gemeinsam. Ebenso hat I"(1 — z) die Pole z= i 2-++ mit 


81 


gemeinsam. Daher hat I’(z)-I’(1—2) dieselben Pole wie - 


sinazz 
ist sin wz-I'(z)-I'(1 — 2) eine polfreie, also eine ganze fonkion Man 


kann sie bestimmen und sehen, daf sie konstant ist. Es wird namlich 


z z 
Bs . z(¢+1)(—+1)---(—+1 
i rig? oF Pte) G ) 6 ) 
n>ox min? n>o@ n? 


und | 
Bee ory. esi, a) a 
JU ee nini—? aoe — 
Daher wird 
' 7 3 
as = — z el — 2”) (1 -—- (3) ) Bs (1 me (<) ) = anes. 
Also ist i Bree) = 


sinawZ 


2 
A 1 ahisiee ce A 
weiter dem Gaufschen Ausdruck ansieht, dai I (5) positiv ist, so ergibt 


2 
Tréigt man hier z = = ein, so findet man {r (5)} =. Da man aber nun 


sich F(5)=+Yz. 


Ich fiige noch die Potenzreihenentwicklung von log I (1 + 2) in der Um- 
gebung von z=0 an. Sie ergibt sich leicht aus der WeierstraBschen 


Produktdarstellung der Gammafunktion. Diese liefert namlich 


e+ (1 — +44) tet Goaeat 


und daraus 


seem 04(1 2) +($—p)+ (Eat 


& 


- Daher A 
we 
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Daraus findet man durch Differenzieren 
1 qriog TA + ib (4) 6 1 1 ) 
n} dz” We Ne cet on! 2 (22> 2 
A d"log(1 +4) a Gia 
n! dz” eee n 


Daher wird log (1+ 4) =— C2+ bs Sy — = Sez 


Bildet man dies an der Stelle z = 0, so hat man 


ne 


§ 4. Die Stirlingsche Formel. 
In die Formel (2)-auf 8. 298 trage man 


f (a) = log (2 + «) 


ein. Dann erhalt man 


Shoe + im frog e+2) det } (log (2 +) + log 2) — )- (22 Se 


=(z +n + 5) log (2 sn) —(e— $) ng s—n— f Bae 


Hier trage man 2=1 ein, ziehe die so erhaltene Hormel von der vorigen — 
ab und bringe auBerdem auf beiden Seiten (2 —1) log» in Abzug. So er- 


halt man: 
z—1 
1 Fa) 
1 P, (x) eG: 
—(e —+) loge— f Bde [Reds 
5 0 
Daher wird weiter 


lim log 4A EEO gta (6 — 1)+($-«)loge— [2 ae 
0 


> log * = +” _(¢—1)logn=(e—1) log (1 =e shat! +n ++) log ( 


n->o (m + 1) 


°P. (a) 
aH tant” 


La&t man links noch den Faktor —~ ; Weg, so hat man schlieBlich 


n+ 


= 1 P, (x) (x) 
(1) loa) = (4) bogs et 1— [Aaa + 20 ap 


Diese Formel gilt fiir alle nichtnegativen Werte von 2, . h. in der ganzen 
#-Ebene mit Ausschlu8 der negativen reellen Achse. Man hat tibrigens 
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in der so aufgeschlitzten Ebene immer diejenigen Zweige der Logarithmen 
zu nehmen, welche auf der positiven reellen Achse reell sind. Zur Aus- 
wertung des Integrales 


P, (#) 
fz 1+ 2 dx 
schreitend, bemerken wir zunichst, da® fiir rein imaginare~¢ 
: aa) 2s 
ieee aed 


gilt. Man hat namlich 


P,(@) 7 P, (2) 
fre dx = — P,(0)— + fei ax, 


7 P, (&) Max | P, (@)| 
und hier ist tecieans | je+al? — 
Daher hat man | [ee:|< Maz | P, I, eee 


Ich mache die oe z=re'?, c=rax, und finde 


ji daz =1 [4s : 
p |2-+ x|? 40 jefP+x,|? 


Fir alle g +2 hat dies zweite Integral einen endlichen Wert und 
hangt stetig von gy ab. Daher gilt fiir ¢—-+ oo 


2 (2) 
S28 dx—> 0, 


und dies gilt gleichmaBig fiir solche z-Werte, die in einem Winkelraum 
larg z| <a—0d (d >0) gegen Unendlich streben. 


Aus *  r():Ta-a=— 
schlieBt man weiter, wegen I'(1 — z) = —2I'(— 2) 
a aE 
DO) D4) aes 
\ : : : eae 
Also wird (y reell) I'(ty) | = aero 


PG : 
Daher hat man aus (1), da 1 _ {2 da reell ist, 
0 
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BP, a ; 1 : ‘ (a) | 
3 da= 8 log P(éy) — (iy — =) log (iy) — v— [Boas 

= ]j ; 1 aay \-shogat Qm-y-erY __ log (2) 
ee log Bk | ears . +H ae 108 ye! 6 Fe 


So findet man endlich die Stirlingsche Formel 


og) =(¢— 4) igs —# +5 ag 8s) [Aas 


in welcher das Restintegral fiir z—> co gegen Null strebt. 
Aus ihr wieder entnimmt man 


Dafiir schreibt man auch kurz 
T(z) ~ V2me-*2°-2 
fiir alle z, fiir die —2x+0< arg ¢< a —0 ist; wobei @ irgendeine wesent- 


lich positive Zahl unter x bedeutet. Man liest das Zeichen ~: ,,asym- 
ptotisch gleich“ 


§ 5. Darstellung der -Funktion durch ein bestimmtes Integral. 


Fiir alle Werte von z, deren Realteil wesentlich positiv ist, gilt die Darstellung 
P= fer as. 
0 


Das Integral ist dabei tiber die positive reelle Achse zu erstrecken. 

Diese Formel kann man ihrerseits zum Ausgangspunkt, also als Defini- 
tion der Gammafunktion, wahlen und so einen anderen Aufbau der Theorie 
geben. Doch wollen wir dies nicht naher ausfiihren. 

Wohl’aber wollen wir noch kurz die angegebene Becsslgee be- 
weisen. Betrachten wir dazu die Funktion 


G(z) = font. 
0 


5.170 wurde gezeigt, daB das Integral fiir alle R(z) > 0 konvergiert und 
eine in dieser Halbebene analytische Funktion darstellt. 
Man erkennt leicht durch partielle Integration, daB die Funktion 


G(e) = fe-tt#—dt 
0 


wa 4 2A ek 2 el ee ein 
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der Differenzengleichung G(2e + 1) = 2G(e) 

G2) 

T@) 

ist daher nach 8. 304 eine periodische Funktion der Periode Eins. Es ist 
za zeigen, da8 diese Funktion den konstanten Wert Eins hat. Nach den 
S. 280 gegeberien Darlegungen iiber periodische Funktionen ist dazu vor 
allem eine Abschitzung des Quotienten in einem Periodenstreifen ndtig. 
Ich wahle dazu den Streifen 1<x<2 (2 =a + ty), 

Der Cauchysche Integralsatz lit leicht erkennen, daB man die Integra- 
tion in G(z) statt tiber die reelle Achse ebensogut iiber irgendeine andere 
der rechten Halbebene H(z) >0 angehérige geradlinige Verbindung von 
Null und Unendlich erstrecken darf. Ich wihle diejenige Gerade, die 2 
enthalt, und trage daher im Integral ¢ = zo (0 positiv) ein. Dann habe ich 


geniigt. Der Quotient q(2) = 


Ge) = # ferreortde. 
Fir 1<a2<2 wird 
|G \slei| fae + fetete]< 21-1 


(Denn es ist ja fe-tode< fe-tode= 1). 
: 1 0 


Die Stirlingsche Formel lehrt ferner, daB 
T@|>|2—"|, 


falls 1<2<2 ist und |y| hinreichend groB gewahlt wird. Daher ist 
fiir groBe |y| des Streifens 1 <4 < 2 


|q(2)|<2/\4. 


Daraus folgt aber, daB g(z) konstant sein muf. Denn fiihrt man W=e?7'* 
ein, so wird g(z) = Q(w) eine rationale Funktion von w. Singularitaten 


 derselben kénnen hochstens bei w=0 und bei w= 0 liegen. Nun hat 


man aber durchweg 


| QC) |< 5. 
Daher wird limw- Q(w)=0 und lim a= 0. 
w>0 w>n 


Somit kénnen weder bei w=0 noch bei w= oo Pole liegen. Daher ist 
Q(w) =q(z) konstant. Da aber G(1) =I(1) =1 ist, so ist 


G(z) = Te), was zu beweisen war. 
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§ 6. Integraldarstellung der Funktion my 


Wir gehen von der mehrdeutigen Funktion /(s) = e's—* aus. Sie besitzt 
bei s = 0 einen Verzweigungspunkt unendlicher Ordnung. Betrachten wir also 
die Funktion in der lings der negativen reellen Achse aufgeschnittenen Ebene, 
so zerfallt sie in diesem Bereiche in unendlichviele eindeutige Zweige. Wir 
wollen auf folgende Weise einen bestimmten derselhen herausgreifen und weiter- 
hin festhalten. Wir fiihren Polarkoordinaten ein, indem wir s= ee ‘* setzen. 
Dann ist unser Bereich durch die Ungleichungen — x < # < + = festgelegt. 
Wir setzen Bs 


(1) f(s) — LA pga eA 
Unter @—* sei dabei die Funktion e—!8¢** verstanden, und fiir log @ sei 
der reelle Wert genommen. Auf den Begrenzungsgeraden #=—a und 


& =a wird dann f(s) = e'o—*e—‘7* und f(s) =eo—‘e'**. Wir bendtigen 
noch eine gewisse Abschatzung der Funktion in der Halbebene 9i(s) < 0. 
Es wird fir s=o-+ 11, z=a2+12y 


(A) | f(s) | =e: (6? + o)-F- 9, 
Betrachtet man also das Integral 
a+ip 
Jf(s)ds 
a+iy 
tiber den aus Fig.78 ies ase oes Integrationsweg (7 < 0), so hat 
man: a+ip : 
fies | = o fe + 0)-ye- Pdr, 
: | okey 
Daher wird offenbar 
B aif 
(B) lim ffls)ds <0. 
AFD e bey 


Nunmehr ftihren wir den in Fig. 79 angedeuteten Integrationsweg &, neu 
ein und betrachten 


a@+7B 1é 
1 
plat; f fe)ds. 
at+iy BIghs ner a; 
z soll dabei auf derjenigen Seite 
a (0) 7€ d W li d 0 . ht 
hae en es Weges liegen, der s = 0 nic 


angehért. Zunidchst ist ersichtlich, 
daB das Integral eine aualyacoke Funktion von ¢ darstellt*), deren Werte 
von der speziellen Wahl des Integrationsweges, d. h. von ¢, unabhangig 


1) Der Leser beweise das an Hand der S. 170 dargelegten Methode unter Ver- 
wendung der Abschiitzung (A). 
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sind. Denn erstreckt man unser Integral tiber den in Fig. 80 angegebenen 
Weg, so kommt nach dem Hauptsatz der Funktionentheorie stets Null 
heraus. Geht man nun zur Grenze « —» oo iiber, so werden ja nach (B) 
die Integrale tiber die vertikalen Stiicke des 
Weges Null, und es stellt sich so tatsich- 
lich die Unabhingigkeit vom Weg heraus. 
Auch erkennt man, da® das Integral eine * 
analytische Funktion von ¢ darstellt, die an 
allen nicht auf der negativen reellen Achse 
gelegenen Stellen regular ist. Denn fiir jede pene 
solche Stelle kann der Integrationsweg vorschriftsmaBig gewihlt werden. 
Wir wollen nun unser Integral ausrechnen. Zu dem Zwecke zerlegen 
wir L, in drei Teile, nimlich die beiden horizontalen Strecken und den 


Halbkreis K.. Dann gehen wir zur Grenze « —> 0) tiber; wir wissen ja ~~ 


schon, daB durch Anderung von « der Wert unseres Integrales nicht be- 
einfluBt wird. Um nun schlieBen zu kénnen, daB bei diesem Grenziiber- 
gang das Integral tiber K. verschwindet, mu8 man ®(z)<1 annehmen. 
Dann wird namlich . 


4 
bane [eee ee ree: gale Tele e2 
gn festas| < qq“ => (Ji 
| 


wl a 


14 


K, 


Auch bei dem an den geradlinigen Integralen auszufiihrenden Grenziiber- 
gang erweist sich die Annahme %i(z)<1 als unentbehrlich. Betrachten 
wir namlich z. B. nach (1) 


fos-ds =— feito 


—ao+ie 0 


G+7é 18 —6 


Sear og 
Zpize *d6, 


ee) 
=FetOrd g == fe—* 
0 


so wird man verstichen, zu beweisen, daf fiir « —> 0 daraus 
em fe-"o—*da 
0 

wird. Schon fiir die Konvergenz dieses letzteren Integrales ist aber R(z)<1 
zu fordern. Sind nun die Grenzen des Integrales nicht Null und Unend- 
lich, sondern zwei feste positive Zahlen 0 und », so ist leicht zu sehen, dal 

fe? ie — 0) -*e'* do —> e'** fe—70-*d0. 

5 0 
Denn der Unterschied der Integranden strebt im Intervall 0<o <n fiir 
é—>O0 gleichmaBig gegen Null. Nun aber kann man die Zahl so 
wihlen, da8 fiir alle in Betracht kommenden « stets 


\ 
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fos — 6)—*e* de <_z 
n 


bleibt, und man kann 6 so wihlen, daB fiir alle diese «é 


J 
felis ==) rane | <i 
0 


bleibt. Unter 1 wird dabei eine beliebig gegebene positive Zahl verstanden. 
Fiir diese letzte Abschitzung ist wieder die Voraussetzung {t (¢) < 1 wesent- 
lich. Ebenso verfihrt man mit dem anderen geradlinigen Integral. So 
findet man 


o o 
PART ed ene ee e 70—7d6 


9 (2) =—— re 
jr 1 
=—sin wz T(1 el beg re 
1 1 1 8 Zz 
Also wird poten fer ds. 
ae 


Threr Herleitung nach*) gilt die Darstellung fiir alle nicht der negativen 
reellen Achse angehérigen Werte von z. Fiir die negativen Werte von 4 
hat das Integral zwar einen Sinn. Hs stellt aber im allgemeinen nicht die 


Funktion Te) dar, schon deshalb nicht, weil es im allgemeinen einen ima- 
ginéren Wert besitzt. Nur fiir die negativen ganzzahligen Werte von z 
’ : : 1 

verschwindet das Integral gleich der Funktion Te 

1) Allerdings wurde ja eben R(z) <1 benutzt, die Giiltigkeit der Darstellung also 
zunaichst nur in diesem Bereiche erwiesen. Da aber das Integral in der vollen, langs 
der negativen reellen Achse aufgeschnittenen Ebene eine analytische Funktion dar- 
stellt, so mu es nach bekannten Sitzen tiber analytische Fortsetzung in diesem ganzen 


F ye Doar! ie sabes eae 
Bereich mit —— tibereinstimmen. 


T(z) 


yt. , 
a ee 
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Auf 8. 301 Z. 5 v. u. lies x (Kappa) statt k (Ka). 
Auf §. 161 Formel (11) lies C5 = - 3 i es (n > 0) 


0 


Von Prof. Bieberbach erschien ferner: 


Differential- und Integralrechnung. I. Differentialrechnung. Mit 32 Fig. 
[VI u. 130 S.] 8. Steif geh. M. 2.80. II. Integralrechnung. Mit 25 Fig. 
[VI u. 142 S.] (Teubners technische Leitfaden, 4 u. 5.) Steif geh. M. 3.40. 


Der Gegenstand der einfiihrenden Universititsvorlesung iiber Differential- und Integral- 
rechnung wird hier in knapper, aber leichtfaBlicher Form dargestellt. Die geometrischen 
Anwendungen sind iiberall in gehériger Weise beriicksichtigt, 


a 
Die komplexen Verdnderlichen und ihre Funktionen. Fortsetzung 
der Grundziige der Differential. und Integralrechnung, zugleich eine Ein- 
fuhrung in die Funktionentheorie. Von Dr. G. Kowalewski, Prof. an der 
deutschen Universitat zu Prag. Mit 124 Fig. [IV u. 455 Dae oh ome Lots 
Geh. M. 14.—, geb. M. 16.— 

»Hin ganz vorziigliches Werk, das sich in gleicher Weise durch den dargebotenen Stoff 
wie durch seinen angenehmen leichtfliissigen Stil auszeichnet. Kowalewski ist ein Meister 


in der Form und erreicht héchste Eleganz und zugleich Exaktheit in seinen Beweisen.“ 
(Archiv der Mathematik und Physik.) 


Lehrbuch der Funktionentheorie. Von Dr. W. F. Osgood, Prof. a. d. 
Harvard-Univ. Cambridge, Mass. I. 3. Aufl, Mit 158 Fig. [XII u. 766 S.] gr. 8. 
1920. Geh. M. 38.—, geb. M, 44.— II. [1. Teil u. d. Pr.] 

»---An der Hand der Osgoodschen Darstellung wird man verhdltnismaBig leicht in dies 
Gebiet eindringen.“ (Deutsche Literaturzeitung.) 
Vorlesungen tiber Zahlen- und Funktionenlehre. Von Geh. Hofrat 
Dr. A. Pringsheim, Prof.a.d. Univ. Miinchen. 2 Bde. I.Bd. I. Abt. Reelle Zahlen 
u. Zahlenfolgen. [XII u.292S.] gr.8. 1916. Geh.M.12.—, geb.M. 13.40. I. Bd. 
Il, Abt. Unendliche Reihen mit reellen Gliedern. [VIII u. 221 S.] gr. 8. 
(TmL 40, 1.) 1916. Geh. M. 10.80, geb. M. 12.40, Il. Abt. [U. d. Pr. 1921.] 


Das vorliegende Werk verfolgt das Ziel, den Studierenden der Mathematik eine auf ele- 
mentaren Methoden beruhende und doch streng und einheitlich aufgebaute, zugleich méglichst 
vollstandige Darstellung der Hauptlehren der Funktionentheorie und ihrer arithmetischen 
Grundlagen zu bieten, 

Theorie der elliptischen Funktionen. Von Geh.-Rat Dr. M. Krause, 
Prof. an der Techn. Hochsch. Dresden. Mit 25 Figuren. [VI u. 186 S.] 8. 
1912. (Sammlung mathematisch-physikalischer Lehrbiicher, 13.) Geb. M. 4.— 


»Das Buch ist als Einfiihrung in die umfangreiche Theorie der elliptischen Funktionen 
besonders geeignet. Ubersichtliche Anordnung des Stoffes und Hervorhebung aller wichtigeren 
Ergebnisse, klare Ausdrucksweise und sorgfaltige Figuren erleichtern dem Leser die Aneignung 
und Festhaltung des sachlichen Inhalts.“ (Elektrotechnische Zeitschrift.) 


Die Theorie der Besselschen Funktionen. Von Realgymn.-Prof. Dr. 
P. Schafheitlin in Berlin. Mit 1 Figurentafel. [V u.128S.] 8. 1908. (Samm- 
lung mathematisch-physikalischer Lehrbiicher, 4.) Geb. M. 3.20. 

Von der Besselschen Differentialgleichung ausgehend, werden die wichtigsten Eigenschaften 
der Funktionen entwickelt; besonders werden die fiir den Physiker und Techniker wichtigen 
Funktionen besprochen, deren Indizes ganze Zahlen oder die Halfte ganzer Zahlen sind. 
Konforme Abbildung. Von Z. Lewent, weil. Oberl. in Berlin. Mit 40 Fig. 
[VI u. 118S.] 8. 1912. (SMPL 14.) Geb. M. 3.20. 


»Der Techniker wird aus dem Biichlein reiche Anregung empfangen, durch eine Fiille 
interessanter und lehrreicher Beispiele wird er verhaltnismaBig schnell bis zu dem allgemeinen 
Abbildungssatze gefiihrt.‘* (Archiv der Mathematik und Physik.) 
Vorlesungen tber reelle Funktionen. Von Prof. Dr. C. Carathéodory. 


[X u. 704 S.] gr. 8. 1918. Geh. M. 30.—, geb. M. 34.— 


In diesem Buche, das gar keine speziellen Kenntnisse voraussetzt, hat der Verf. versucht, 
innerhalb des Rahmens eines systematischen Aufbaues der Theorie der reellen Funktionen, die 
modernen Resultate von Lebesgue leichter zuganglich za machen, als es bisher der Fall war. 


Auf simtl.PreiseTeuerungszuschlage d.Verlags 120% (Aband.vorbeh.) u.teilw.d.Buchh, 


Verlag von B.G.Teubner in Leipzig und Berlin 


Preise freibleibend 


Bieberbach, Lehrbuch der Funktionentheorie. { 


Vorlesung. tib. bestimmte Integrale u. die Fourierschen Reihen. 
Von Geh.-Rat Dr. /. Thomae, weil. Prof. a. d. Univ. Jena. Mit 10 Fig. [VI u. 
182 S.] gr. 8. 1908. Geb. M. 7.80. 

In den Vorlesungen werden folgende Gebiete behandelt: Hilfssatze aus der Funktionen- 
theorie. Das Integral als Umkehrung des Differentialquotienten. Das Integral als Grenzwert 
einer Summe, Integrale mit unendlichen Grenzen, Integration iiber unendlich werdende Integranten. 
Die Fouriersche Reihe. Schwingende Saiten, Doppelintegrale. Das Fouriersche Doppelintegral. 
Eulersche Integrale. Integration zweigliedriger Differentiale. 


Einfihrung in die elementare und analytische Theorie der 


algebraischen Zahlen und der Ideale. Von Dr. £. Landau, Prof. a. d. 
Univ. Gottingen. Mit 14 Textfig. [VIIu.143S.] gr. 8. 1918. Geh. M. 6.— 


Der erste Teil gibt fiir einen Leser, der nur die Elemente der Algebra und aus der Zahlen- 
theorie den Satz von der eindeutigen Zerlegbarkeit der Zahlen in Primfaktoren zu kennen braucht, 
eine Einfithrung in die von Dedekind begriindete Theorie der algebraischen Zahlen, Vor allem 
wird auf méglichst einfachem Wege der Hauptsatz von der eindeutigen Zerlegung der Ideale 
eines Kérpers in Primideale bewiesen. — Der zweite Teil, der die Elemente der Funktionen- 
theorie voraussetzt, entwickelt die moderne analytische Theorie der Ideale und Primideale bis 
zur neuesten Errungenschaft von Hecke (Funktionalgleichung der zu einem beliebigen alge- 
braischen Kérper gehérigen Zetafunktion) und dariiber hinaus. 


Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung und ihrer An- 
wendungen. Von Geh. Hofrat Dr. &. Fricke, Prof. an der Techn. Hochsch. 
Braunschweig. gr.8. I. Bd.: Differentialrechnung. 2.u.3. Aufl. Mit 129 in d.Text 
gedr. Fig., 1Samml.v. 253 Aufg. u. 1 Formeltab. [Xilu. 388S.] 1921. Geh. M.20.— 
geb. M.24.—. II. Bd.: Integralrechnung, 2.u.3. Aufl. Mit roo in d. Text gedr. Fig., 


1 Samml. v. 242 Aufg.u.1 Formeltab. [IV u. 406S.] 1921. Geh. M.20.—, geb.M.24.— 


Das Problem des Unterrichts in den Grundlagen der héheren Mathematik an den Tech- 
nischen Hochschulen ist seit mehr als zwei Jahrzehnten nicht nur wiederholt besprochen und 
in Monographien behandelt, sondern hat auch die Gestaltung der neueren Lehrbuchliteratur 
wesentlich beeinfluBt. Auch das vorliegende Lehrbuch ist aus dieser Bewegung hervorgewachsen. 


HoGhere Mathematik flirIngenieure. Von Prof.Dr./. Perry. Autor.dtsch. 
Bearb.v.Geh.Hofrat Dr.R. Fricke, Prof.a.d.Techn.Hochschulein Braunschweig, 
und F, Stichting, Prof. an d. Bergakademie in Clausthal. 3. Aufl. Mit 106 in d. 
Text gedr. Fig. [XVI u.450S.] gr. 8. 1919. Geh. M. 20.—, geb. M. 22.— 

»Hier ist ein Lehrmittel entstanden, das bei der Reichhaltigkeit der in die mathematischen 
Aufgaben hineingearbeiteten Sammlung von Anwendungsbeispielen weit mehr bietet als ein 
gewohnliches Lehrbuch derIntegral-und Differentialrechnung.* (Zentralbl, d, Bauverwaltg.) 
Einfihrung in die Vektoranalysis. Mit Anwendungen auf die mathe- 
mat. Physik. V.Prof.Dr. R. Gazs, Dir. d. physik. Instituts d. Univers. La Plata. 
4. Aufl, Mit 39 Fig. [VI u.118 S.] gr. 8. 1921. Geh. M. 9.40, geb. M. 11.20 


_ Das Biichlein verfolgt den Zweck, ganz kurz in die Rechenmethoden der Vektoranalysis 
einzufiihren. Um ihre Anwendbarkeit zu zeigen, sind viele Beispiele aus der theoretischen Physik 
gegeben; dabei sind die physikalischen Grundlagen der Theorien auf einfache Weise abgeleitet. 


Grundlagen der Differentialgeometrie. Von Dr. /. Knoblauch, Prof. 
a. d. Univ. Berlin. [X u. 634 S.] gr. 8. 1913. Geh. M. 18.— 


»Die Darstellungsweise ist auBerordentlich klar, die neuen Zeichen und Operationen werden 
so ausfithrlich erklart, da& der Beniitzer des Buches, der mit einer allgemeinen Kenntnis der 
Analysis und der analytischen Geometrie ausgeriistet ist, keine Schwierigkeiten beim Studium 
desselben finden wird. (Allg. Literaturblatt.) 


Vorlesungen ber algebraische Geometrie. Geometrie auf einer Kurve. 
Riemannsche Flichen. Abelsche Integrale. Von Dr. F. Severi,’ Prof. a. 
d. Univ. Padua. Berechtigte deutsche Ubersetzung von Dr. Z. Léfiler, Oberreg.- 
Rat 1. d. Ministerabt. f. d. hh. Schulen in Stuttgart. Mit einem Einfiihrungs- 
wort v. A. Brill. Mit 20 Fig. [XVI u. 408 S.] gr.8. 1921. Geh.M.35.—, geb.M.38.— 


Die in méglichst einfacher Darstellung wiedergegebenen Vorlesungen behandeln die ,,Geo- 
metrie auf einer algebraischen Kurve“ nach zwei sich ergainzenden Gesichtspunkten: einmal 
nach der von Brill und Noether begriindeten algebraisch- geometrischen Methode und dann 
von dem durch Abel und Riemann begriindeten transzendenten Standpunkt aus. Dadurch 
werden sehr wertvolle Vergleiche und Vereinfachungen erzielt, 


Auf sdmtl.PreiseTeuerungszuschlage d.Verlags 120% (Aband. vorbeh.) u.teilw.d.Buchh. 
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